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This work is a report written at the suggestion of N.S. Panikov in 1984–1985 when the author was a 2nd-year 

student of the Faculty of Soil Science of the M.V. Lomonosov Moscow State University.

The report provides an example of a mathematical model of soil biokinetics and discusses numerical methods 

for solving its equations. For the steady state, some useful computer programs are given, and for the non-steady 

state, references to programs published in the literature are given.
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Данная работа представляет собой доклад1, написанный по предложению к.б.н. Н.С. Паникова в 1984–

1985  гг. в бытность автора студентом 2-го курса факультета почвоведения МГУ им.  М.В.  Ломоносова.

В докладе приводится пример математической модели почвенной биокинетики и обсуждаются чис-

ленные методы решения составляющих ее уравнений. Для стационарного случая приводятся некоторые 

полезные компьютерные программы, а для нестационарного  — даны ссылки на программы, опублико-

ванные в литературе.

Ключевые слова: биологическая кинетика, микробиологическая кинетика, численные методы.

1 Данный доклада был представлен автором на 1-й Выездной (Пущинской) зимней школе факультета по-
чвоведения МГУ, прошедшей в 1985 г. (предупреждая неизбежную путаницу, заметим, что после нескольких лет 
успешного проведения этой школы, ее работа по не известной нам причине прервалась и возобновилась лишь 
в 1991 г.; при этом ежегодные школы стали именоваться “Всероссийскими школами «Экология и почвы»”, а их 
нумерация опять началась с 1-й). Публикуемый ныне текст восстановлен нами по сохранившимся наброскам 
и черновикам (здесь же заметим, что в связи с вышесказанным одному из издателей пришлось собственоручно 
переделать все рисунки, используя современные технические средства, ибо в указанных черновиках рисунки 
были выполнены наскоро от руки, а в процессе доклада выполнялись просто мелом на доске; кроме того ссылки 
и список литературы были оформлена нами по правилам данного журнала  — в исходном тексте имелись 
ссылки только на отечественные и переводные издания). Поскольку, во-первых, объем черновиков был весьма 
значительным и, во-вторых, нам не известно в точности  — что же из них вошло в окончательный вариант 
доклада, перед нами встал вопрос об отборе материала для данной краткой публикации. В результате, не был 
включен материал по численному интегрированию эволюционных уравнений в частных производных, поскольку 
автор рассматривал только самый примитивный явный метод, обадающий малой областью устойчивости (более 
того, этот материал, фактически, дублирует [Орлов  и  др.,  1987,  с.  145-149]). При этом объем статьи стал почти 
таким, который соответствует правилам журнала для раздела «Обзоры и лекции» (мы посчитали, что доклад 
на студенческой зимней Школе ближе всего к лекции, и поэтому он должен быть опубликован именно в этом 
разделе).  — Примечание издателей (к.б.н. Д.В.  Ильясова и М.В.  Янина).
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Каждый студент должен 
что-нибудь открыть.

Проф. Петровской академии А. Ф. Фортунатов1

ВВЕДЕНИЕ

Биологическая кинетика

Существует несколько определений тер-
мина «биологическая кинетика». Рассмотрим 
наиболее известные из них. Согласно 
М.Д.  Курскому и  др. [1977,  с.  5]: «биологиче-
ская кинетика изучает временные закономер-
ности явлений, протекающих в живой приро-
де». Более обще определяет биокинетику акад. 
Н.М.  Эмануэль  [1979,  с.  162]  — как науку о 
развитиии во времени и о механизме биоло-
гических процессов. Аналогичное определе-
ние (с небольшой конкретизаций) дает вы-
дающийся советский исследователь Николай 
Сергеевич  Паников [1984,  c.  75]: «биологиче-
ская кинетика изучает скорости и механизмы 
метаболических процессов на всех уровнях 
организации живой материи». В последнем 
определении, казалось бы, все временные за-
кономерности (из определения Курского и др.), 
равно как и всё развитие во времени (из опре-
деления Эмануэля) сводятся лишь к скоростям. 

Но как бы ни был сложен процесс, он 
определяется в каждое мгновение некоторой 
скоростью, в общем случае изменяющейся 
при переходе от одного момента времени к 
другому. Зависимость скорости процесса от 
внутренних особенностей и внешних условий 
должна существенно определять характер его 
закономерностей [Киперман, 1979, c. 8]. Иначе 
говоря, любые временные закономерности яв-
лений, развитие во времени любого процесса 
действительно могут быть выражены в терминах 
скоростей, поскольку для каждого процесса мы 
всегда можем рассчитать его скорость. 

Таким образом очевидно, что существует, 
фактически, два основных определения. «Узкое» 
определение: биологическая кинетика  — на-
ука о скоростях биологических процессов. 
«Широкое» определение: биологическая ки-
нетика  — наука о скоростях и механизмах 
биологических процессов. Змечу, что это со-
вершенно аналогично соответствующим опре-
делениям кинетики химической. Согласно 

1 Цит. по [Орловский, 1980, c. 28]. Поскольку 
из набросков доклада было видно, что ему пред-
полагалось предпослать некий эпиграф, но самого 
эпиграфа мы не обнаружили (и даже автор не мог его 
вспомнить), решено было из списка любимых эпи-
графов Михаила Владимировича просто выбрать про-
извольный подходящий по смыслу. — Примечание 
издателей.

С.Л.  Киперману  [1979, c.  8], химическая ки-
нетика  — это наука о закономерностях ско-
ростей химических процессов. Но некоторые 
авторы, например академики Н.М.  Эмануэль 
и Д.Г.  Кнорре [1984, с.  3], считают необхо-
димым включить сюда и вопрос о механизме 
реакции. «Официальное» определение, вошед-
шее в «Советский энциклопедический словарь» 
[Прохоров, 1983,  с.  575]: «кинетика химиче-
ская  — учение о скоростях и механизмах хи-
мических реакций».

Однако распространение кинетики на ме-
ханизм реакций сделало бы эту науку слиш-
ком всеобъемлющей [Киперман,  1979,  c.  8]. 
Фактически, химическая кинетика тогда вклю-
чила бы в себя едва ли не всю химию вообще. 
Разве неорганическая химия не изучает меха-
низмы реакций неорганических соединений? 
Разве органическая химия не изучает механиз-
мы реакций органических соединений? Разве 
биохимия не изучает механизмы биохимических 
процессов? Но если механизмы должна изучать 
кинетика, то что тогда останется на долю био-
химии, неорганической и органической химии? 
И еще можно привести много примеров других 
разделов химии, которые окажутся «ограблены» 
кинетикой, если мы будем упорствовать в «ши-
роком» определении этой науки. 

Все совершенно аналогичное можно было бы 
сказать и про биологическую кинетику. Но и 
без многочисленных примеров ясно, что «ши-
рокое» определение  — слишком широко. Оно 
заставляет нас включать в биокинетику значи-
тельную часть вопросов, традиционно являю-
щуюся объектом исследований других областей 
биологии. С другой стороны, «узкое» направ-
ление  — слишком узко. Действительно, зачем 
нужно просто изучать скорости процессов?

Видимо, вполне осознав эту проблему, 
Киперман  [1979,  c.  9] предпринимает попытку 
решить ее (в области кинетики химической): 
«химическую кинетику можно рассматривать 
как науку о закономерностях скоростей хи-
мических процессов с учетом их механизмов». 
Попытку эту нельзя признать удачной из-за 
некоторой неконкретности формулировки. 
Действительно, что значит «с учетом их меха-
низмов»? Как нужно проводить этот учет? Что 
вообще под этим подразумевается? А если ме-
ханизм какого-то процесса еще не известен, 
то изучение (кинетическое!) закономерностей 
изменения скорости этого процесса во времени 
и влияния на нее различных факторов, полу-
чается, уже не будет относиться к сфере ки-
нетики? Чтобы не сесть в ту же лужу, пытаясь 
дать реалистичное определение биологической 
кинетики, двайте, прежде всего проанализиру-
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ем: что на самом деле делают те, кто относит 
себя к славному братству биокинетиков.

И вот если мы дадим себе труд проанали-
зировать хотя бы несколько работ специали-
стов-биокинетиков (независимо от того, какого 
определения они придерживаются и вообще 
придерживаются ли хоть какого-нибудь), напри-
мер, [Bray and White, 1957; Курский и др., 1977; 
Moshnyakova and Karavaiko, 1979; Panikov et al., 
1980; Panikov et al., 1981; Эмануэль и др., 1983; 
Паников,  1984], то увидим, что в реальности 
эти исследователи изучают скорости биологи-
ческих процессов, выводя их из механизмов 
данных процессов (если таковые известны) и, 
наоборот, идентифицируют механизмы про-
цессов, интерпретируя данные изучения их 
скоростей. 

С другой стороны, кинетика имеет дело с 
двумя основными типами задач  — прямой и 
обратной. К прямым относятся задачи, в ко-
торых известны порядки и константы скорости 
отдельных стадий, а требуется найти концен-
трацию какого-либо из исходных веществ или 
продуктов реакции в определенный момент вре-
мени или найти время, за которое концентрация 
какого-либо из реагентов или продуктов дости-
гает определенного значения. К обратным  — 
задачи, в которых известны эксперименталь-
ные данные, представлющие собой динамику 
концентраций компонентов реакции при одном 
или нескольких заданных наборах начальных 
концентраций, а требуется определить порядок 
и константы скоростей реакций. Но это лишь 
в том случае, когда схема процесса известна. 
Однако чаще всего эта схема является следстви-
ем некоторой гипотезы о механизме реакции и 
нуждается в подтверждении. При этом нередко 
удовлеворительное описание эксперименталь-
ных данных по кинетике сложного процесса 
удается получить с помощью нескольких разных 
схем (гипотез о механизме реакций). В этом 
случае встает вопрос о выборе самой правдо-
подобной гипотезы [Эмануэль и Кнорре, 1984, 
с.  190,  235,  237,  243–244]. И весь этот спектр 
вопросов также относится к обратным кинети-
ческим задачам. 

Если же посмотреть на сказанное выше о 
прямых и обратных кинетических задачах с бо-
лее общих позиций, то получается, что прямая 
задача состоит в расчете скорости реакции по 
известному механизму (известны стадии про-
цесса и константы скоростей для них). А обрат-
ная задача в общем случае состоит в идентифи-
кации механизма по данным о скоростях (если 
кривые динамики концентраций определены с 
достаточно высокой степенью точности, то из 
них могут быть получены значения скоростей 
[Эмануэль  и  Кнорре,  1984,  с.  237]). В связи с 

этим кажется наиболее естественным принять 
следующее определение («реалистичное»  — 
основанное на реальном положении дел и, с 
точки зрения степени общности, находящееся 
между «узким» и «широким»). Биологическая 
кинетика изучает скорости биологических 
процессов посредством исследования их 
механизмов (прямая задача) и механизмы 
этих процессов — посредством исследования 
их скоростей (обратная задача).

Используемые сокращения

БГЦ  — биогеоценоз;
б/н  — без названия;
ДУ  — дифференциальное уравнение;
ПоБиК — почвенная биологическая кинетика.

О ПОЧВЕННОЙ БИОКИНЕТИКЕ

Особенности биологической кинетики почв

Кинетические исследования в почвенной 
микробиологии долгое время (буквально до 
прошлого  — 1984  — года) не получали ши-
рокого распространения прежде всего из-за 
сложности изучаемого объекта  — микрозо-
нальности распределения микроорганизмов, 
пространственного и временного варьирова-
ния условий жизнедеятельности, многообра-
зия видового состава микробных сообществ 
и тесного взаимодействия микроорганизмов 
с другими компонентами биогеоценоза (БГЦ) 
[Паников, 1984,  с.  75]. Эта ситуация начала 
меняться в значительной степени благода-
ря работам выдающегося советского ученого 
Николая Сергеевича Паникова, поставившего 
задачу: продемонстрировать путь преодоления 
отмеченных трудностей формализованного 
описания микробиологических процессов в 
БГЦ, а также дать конкретные рекомендации 
по составлению кинетических моделей роста 
микроорганизмов и экспериментальному опре-
делению всех необходимых параметров модели. 
С гениальной ясностью эта задача была почти 
полностью решена им в [Паников,  1984], что 
позволяет считать Николая Сергеевича отцом-
основателем отечественной почвенной биоки-
нетики (ПоБиК)1.

Особенность биокинетического подхода 
как одного из наиболее универсальных мето-
дов исследования заключается в неразрывном 
сочетании эмпирического изучения объекта с 

1 Необходимо сделать оговорку, что хоть и была 
поставлена цель формализованного описания микро-
биологических процессов в БГЦ, в релаьности она 
была достигнута не для БГЦ, а лишь в отдельных 
экосистемах, являющихся составными частями из-
учаемых БГЦ.  — Примечание издателей.
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математическим моделированием его поведе-
ния. Математическая модель, представленная 
в виде системы дифференциальных и алгебра-
ических уравнений, в предельно сжатой форме 
отражает постулируемый механизм процесса. 
Верификацию этого механизма проводят путем 
сравнения экспериментальных данных с пред-
сказаниями модели. В случае их несовпадения 
формулируется новая модель (основанная на 
новых исходных посылках), и процедура сравне-
ния повторяется еще раз [Паников, 1984, с. 75]. 
Отсюда видно, что в биокинетическом исследо-
вании приходится многократно получать пред-
сказания различных моделей, т.е., с математи-
ческой точки зрения  — многократно решать 
системы уравнений.

Однако биологические системы чрезвычай-
но сложны, и предсказание их количественного 
поведения часто представляет собой трудную 
задачу. За исключением случая наипростей-
ших биосистем, моделирующие их уравнения 
чаще всего оказываются слишком сложными 
для того, чтобы решение можно было найти 
с помощью карандаша и бумаги; поэтому их 
приходится решать с помощью вычислитель-
ной машины [Garfinkel,  1965]. Таким образом, 
для действительно беспрепятственного при-
менения кинетических методов исследования 
в почвенной микробиологии мало научиться 
описывать микробиологические процессы в 
БГЦ с помощью математических уравнений 
роста микроорганизмов. Нужно еще уметь ре-
шать эти уравнения, причем решать, как следу-
ет из вышесказанного, при помощи ЭВМ, т.е. 
численно. И задача настоящей работы со-
стоит в том, чтобы продемонстрировать 

возможность работы с моделями ПоБиК 
при помощи численных методов.

Классификация моделей биологической 
кинетики почв

Выдающийся советский почвовед Николай 
Сергеевич Паников дал чрезвычайно простую 
и совершенно ясную кинетическую класси-
фикацию местообитаний микроорганизмов 
в почве по принципу сходства кинетических 
механизмов роста микробных популяций, ко-
лонизирующих данное местообитание (табл. 1). 
Наиболее существенное влияние на рост ми-
кроорганизмов оказывают следующие факторы 
[Паников,  1984,  с.  76]: 
•  характер поступления лимитирующего пи-

тательного субстрата, который может быть 
непрерывным (1) или периодическим (2); 

•  наличие (α) или отсутствие (β) экзогенных 
факторов элиминирования растущих орга-
низмов (вынос клеток с почвенным рас-
твором, выедание хищниками, фаголизис, 
активная миграция);

•  пространственная организация микробной 
популяции в данной микро- или мезозо-
не, которая может быть однородной (а) 
при отсутствии градиентов концентраций 
субстрата по пространственной координа-
те, либо неоднородной (b), когда наличие 
этих градиентов обусловливает закономер-
ное распределение микробной биомассы 
и  отдельных ее элементов по пространству 
место обитания.
Перечисленные в табл. 1 типы местооби-

таний отчасти соответствуют тому или иному 
математическому аппарату, обычно применяе-

Таблица 1. Кинетическая классификация местообитаний микробов в БГЦ [Паников, 1984, с. 76]

Пространственная организация 
микробной популяции

Поступление субстрата

Непрерывное (1) Периодическое (2)

С элиминированием 
(α)

Без элиминирования 
(β)

С элиминированием 
(α)

Без элиминирования 
(β)

Однородная (a) 1 α а 1 β а 2 α а 2 β а

Неоднородная (b) 1 α b 1 β b 2 α b 2 β b

Таблица 2. Классификация математических моделей ПоБиК

Пространственная организация микробной популяции
Поведение популяции во времени

стационарное (S) нестационарное (D)

Однородная (0) S0 D0

Неоднородная 1-мерная (1) S1 D11

многомерная (2) S2 D2

1 Пример математической модели класса D1 см. в [Орлов и др., 1987, с. 145–149]. — Примечание издателей.
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мому для построения математических моделей 
данного местообитания или соответствующей 
ему лабораторной экспериментальной системы. 
Но, все же, для удобства выбора аппарата 
моделирования хочу предложить несколько 
иную классификацию — табл. 2.

Наиболее общие модели  — нестационар-
ные многомерная (D2) и одномерная (D1) 
представляют собой смешанные1 задачи 
для систем уравнений в частных произ-
водных (обычно уравнения — параболическо-
го типа). Стационарная многомерная модель 
(S2)  — это граничная задача для системы 
уравнений в частных производных (обыч-
но уравнения  — эллиптического типа). 
Стационарная одномерная модель (S1)  — это 
опять граничная задача, но для системы 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ДУ). Нестационарная однородная (или, 
как ее еще называют, «нуль-мерная») модель 
(D0) представляет собой начальную задачу 
для системы обыкновенных ДУ, часто на-
зываемую также «задачей Коши». Наконец, 
стационарная однородная модель (S0)  — это 
система алгебраических или трансцен-
дентных уравнений.

Все перечисленные задачи хорошо извест-
ны в математике и для их решения существуют 
эффективные методы, широко представенные в 
литературе как в виде алгоритмов, так и непо-
средственно в виде программ для ЭВМ. Ниже 
я не буду подробно разбирать эти алгоритмы и 
программы из-за недостатка времени, а лишь 
кратко перечислю некоторые из них. Основное 
же время будет уделено обсуждению тех про-
блем, с которыми, к сожалению, часто прихо-
дится сталкиваться при использовании числен-
ных методов в ПоБиК.

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ (СИСТЕМА S0)

Пример системы S0: однородная 
стационарная модель ризосферы 

Выдающийся советский микробиолог 
Николай Сергеевич Паников дал чрезвычайно 
простую и совершенно ясную кинетическую мо-
дель роста микробной популяции в ризосфере:

 ds/dt = rG – μ · x/Y – m · x, (1)

 dx/dt = μ · x – E · р · x, (2)

1 Т.е. содержашие и начальные (в начальный 
момент времени), и граничные (т.е. на простран-
ственной границе) условия [Годунов,  1979,  с.  192].

где E  — «удельная скорость выедания»2; m  — 
коэффициент поддержания3; р  — биомасса 
хищника; rG — интенсивность экзоосмоса; s — 
концентрация субстрата; x — биомасса микро-
организмов; Y  — выход биомассы на единицу 
использованного субстрата; μ  — удельная ско-
рость роста микроорганизмов [Паников,  1984, 
с. 78]; t — время. К сожалению, эта система не 
является замкнутой, поскольку на 2 уравнения 
приходится 3 переменные: s, x и р. Замкнуть ее 
очень легко, записав уравнение динамики био-
массы хищника в соответствии со стандартными 
правилами микробиологической кинетики:

 dр/dt = Yр/x · E · р · x – а · р, (3)

где Yр/x — выход биомассы хищника на едини-
цу использованной биомассы микроорганизмов; 
а  — удельная скорость отмирания хищника.

Обозначим заглавными буквами S, X и P 
соответствующие величины s, x и р в стационар-
ном состоянии, т.е. когда ds/dt =  dx/dt = dр/dt = 0. 
Следовательно, в этом состоянии вместо систе-
мы вышеприведенных ДУ будем иметь систему 

 rG – μ · Х/Y – m · Х = 0, (4)

 μ · Х – E · Р · Х = 0, (5)

 Yр/x · E · Р · Х – а · Р = 0 (6)

алгебраических или трансцендентных уравне-
ний (в зависимости от конкретных функций 
μ(S), m(S) и E(Х)  — будут ли они алгебраи-
ческими выражениями или трансцендентными 
функциями). Но чтобы из этой системы дей-
ствительно можно было бы найти величины S, 
X и P, следует конкретизировать функции μ(S), 
m(S) и E(Х).

Моно (Monod J.) в 1942 г. эмпирически уста-
новил, что выражение 

 μ = μm· S/(S + KS) (7)

(где μm и KS  — соответственно, максимальная 
удельная скорость роста и константа насыще-
ния) хорошо соответствует зависимости скоро-
сти роста бактерий от концентрации субстрата 
[Pirt, 1975]. Поскольку бактерии являются пи-

2 Представляется, что термин этот не совсем 
точен (поэтому я поставил его в кавычки, которых 
в оригинале у Паникова не было). Действительно, 
согласно второму уравнению, скорость выедания — 

это E · р · x. По аналогии с «удельной скоростью ро-
ста» (об этом термине см., например, в [Pirt, 1975]), 
можно заключить, что удельная скорость выедания 
должна представлять собой скорость выедания, от-
несенную к биомассе выедающего организма. Но 
если мы разделим скорость выедания на биомассу 

хищника, то получим не просто E, а E · x.
3 См. табл. 3 — Примечание издателей.
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тательным субстратом для хищников, то будет 
логичным принять такую же зависимость и для 
них, поэтому

E = Еm/(Х +  KХ).

Из [Паников, 1984, с. 78] ясно следует, что 
m  =  const. Этого, конечно, быть не может! 
Действительно, внесем некоторое количество 
биомассы xо > 0 в среду, в которой вообще нет 
субстрата (sо  =  0). Более того, пусть и посту-
пления новых порций субстрата тоже нет (т.е. 
положим rG = 0). Тогда в реальности микробы 
не смогут осуществлять функцию поддержа-
ния. А согласно уравнению (1) они расти-то 
не будут  — поскольку μ(0)  — но поддержание 
будет продолжаться, постоянно выкачивая из 
среды m·x единиц массы субстрата за каждую 
единицу времени. Однако, если в среде уже 
была нулевая концентрация субстрата, и потом 
она продолжает уменьшаться, то концентрация 
станет… отрицательной! Полная чепуха!!! Этого 
абсурда вполне можно избежать, если поло-
жить, что m представляет собой такую функ-
цию s, что lim  m(s)  =  0 при s  →  0. Что же это 
за функция? Поскольку поддержание (оборот 
клеточного материала, осмотическая работа 
для поддержания концентрационных гради-
ентов между клеткой и окружающей средой, 
подвижность клетки и др. [Pirt, 1975]) осущест-
вляется, в конечном счете, ферментативными 
процессами, то представляется вполне логич-
ным, что для него будет верна ферментативная 
кинетика.

Одним из самых фундаментальных уравнений 
кинетики ферментативных реакций является 
уравнение Михаэлиса-Ментен [Курский  и  др., 
1977, c. 74], поэтому можно предположить, что

 m =  mm·S/(S + KM), (8)

где mm  — максимальная удельная скорость 
трат на поддержание, KM — соответствующая 
константа Михаэлиса. Итак, имеем следую-
щую систему из трех уравнений, позволяю-
щую рассчитать концентрацию питательного 
субстрата, а также биомассы потребяющих 
его микробов и пожирающих их хищников 
в ризосфере:

rG – μm·S ·Х/[(S +KS) ·Y] – mm· S ·Х/(S +KM) = 0, (9)

 μm· S/(S +KS) – Еm· Р/(Х +KХ) = 0, (10)

 Yр/x· Х · Еm/(Х +KХ) – а = 0 (11)

Вообще говоря, конкретно такая система мо-
жет быть решена аналитически. Действительно, 
из (11) можно выразить Х: 

 Х = а ·KХ/(Yр/x ·Еm – а), (12)

после чего подставить полученное значение Х в 
(9) и найти оттуда S. А раз мы имеем значения 
для Х и S, то можем получить и Р, которое 
легко найти из (10):

 Р = (μm/Еm)·(Х +KХ) · S/(S +KS). (13)

Но, разумеется, аналитическое решение 
можно получить далеко не для всякой системы.

Например, многие авторы указывали на 
ограниченность применимости зависимости 
Моно и предлагали другие выражения. Так, 
Тисье аппроксимирует удельную скорость ро-
ста экспоненциальной функцией

 μ = μm· (1 – e–k · S) (14)

с некоторой постоянной k [Полуэктов  и  др., 
1980, с. 46]. Если для микробов в ризосфере 
более адекватной окажется зависимость Тисье, 
то нам следует для μ использовать (14) вместо 
(7), а тогда вместо (9) и (10) мы будем иметь, 
соответственно

rG – μm· (1 – e-k · S)·Х/Y – mm· S · Х/(S + KM) = 0, (15)

 μm·(1 – e–k · S) – Еm· Р/(Х + KХ) = 0. (16)

Теперь мы уже не можем из (15) аналити-
чески выразить S. И это прекрасная возмож-
ность для того, чтобы продемонсрировать мощь 
численных методов.

Но численные методы невозможно при-
менить к уравнениям, записанным в общем 
виде. Поэтому, прежде чем решать уравне-
ния, нужно задать конкретные значения па-
раметров. Вообще говоря, для каждого вида 
микроорганизмов и даже для каждого место-
обитания параметры следует определять экс-
периментально либо напрямую (если это воз-
можно), либо решая обратную кинетическую 
задачу. Но для демонстрационного примера 
ограничимся очень грубыми оценками пара-
метров, которые можно взять из литературы 
или из здравого смысла. Итак, прежде чем ре-
шать систему, состоящую из уравнений (11), 
(15) и (16), нам надо задать численные зна-
чения для а, Еm, k, KM, KХ, mm, rG, Y, Yр/x и 
μm  — см.  табл.  3. Характерные величины rG 
мы не будем обсуждать. Понятно, что в той 
или иной экосистеме могут встретиться са-
мые разные значения (начиная практически 
от 0, что будет иметь место в каких-нибудь со-
всем уж пустынях). Из (15) очевидно, что при 
rG>μm·Х/Y+mm·Х=а·KХ·(μm/Y+mm)/(Yр/x ·Еm– а) 
стационарное состояние невозможно по-
тому что ур.  (15) не имеет неотрицатель-
ного действительного решения. В связи 
с этим, система ур.  (11),  (15),  (16) будет 
решаться для всего интервала rG от 0 до 
а · KХ·(μm/Y + mm)/(Yр/x ·Еm – а).
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Таблица 3. Численные значения параметров для системы уравнений (11), (15), (16). 

Пара-
метр Значение Обоснование

а 0.0012 1/час Вавилин  и В.Б.  Васильев  [1979, с.  15] указывали, что для смешанных культур значения а 

составляют 0.0004÷0.002  1/час. Правда, в этом случае речь шла о бактериях. Но, вероятно, 

приближенно это можно (за неимением лучшего) использовать и для простейших-хищников. 

Итак, для дальнейших расчетов выбираем среднее значение.

Еm 0.0651 1/час Считается, что максимальные показатели удельной скорости роста, например, для парамеций 

составляют 0.06÷0.07 1/час [Кокова и Лисовский, 1976, c. 61]. И хотя Валентина Егоровна и 

Генрих Михайлович неопровержимо доказали, что этот «предел» обусловлен не генетическими 

факторами, а прежде всего условиями выращивания (аэрация, удаление метаболитов, 

взвешенный корм позволяют существенно повысить удельную скорость роста), не будем 

забывать, что идеальные условия вряд ли часто реализуются в природе.

k 0.087 л/мгС По своему смыслу KS  — это такая концентрация субстрата, при которой достигается 

удельная скорость роста, равная половине максимальной [Pirt,  1975]. Путем теоретического 

расчета в [Вавилин  и  Васильев,  1979, с.  11–13] для глюкозы получено значение KS
 ≈ 20  мг/л 

(и это укладывается в диапазон экспериментально определенных значений 0.068÷25  мг/л, 

приведенный в [Pirt,  1975]). При зависимости Тисье половина максимальной удельной 

скорости роста, как легко получить из (14), должна наблюдаться при S ≈ 0.693/k, следовательно, 

k ≈ 0.693/KS
 ≈ 0.693/(20·6·12/180).

KM 8 мгС/л Для KM оставим значение 20  мг/л (в пересчете на углерод глюкозы это составит 8  мгС/л).

KХ 5.7 мгС/л Для Tetrahymena при их росте на бактериях в качестве питательного субстрата, C.R.  Curds 

дает значение константы полунасыщения 12 мг/л [Pirt, 1975]. Согласно [Вавилин и Васильев, 

1979,  с.  5] в бактериальной клетке около 90% сухого вещества является органическим, а 

составу органической части приблизительно соответствует эмпирическая формула C5H7O2N, 

поэтому KХ = 12·0.9·(5·12/113).

mm 1.3 1/час Энергетические затраты на поддержание могут составлять значительную часть общего 

количества потребленной энергии. Так, при развитии Klebsiella aerogenes на среде с глюкозой 

в качестве источника энергии при скорости роста 0.1  1/час энергия, израсходованная на 

поддержание, составляла около 90% всей энергии поглощенного источника. Величина 

m в этом случае превышала в 3-4 раза ранее найденное значение для того же организма, 

возможно, из-за того, что в этом случае имелся избыток источника энергии, а ранее опыт 

проводился с таким его количеством, которое лимитировало рост [Pirt,  1975]. Если считать 

избыток источника энергии столь значительным, что m ≈ mm, то общее потребление субстрата 

составит (μ·x/Y + mm·x), а траты на поддержание — mm·x. Тогда mm·x/(0.1·x/0.69 + mm·x) = 0.9, 

следовательно m = 0.1/[(1/0.9 - 1)·0.69].

Yр/x 0.34 Для парамеций и блефаризм В.Е.  Кокова  и  Г.М.  Лисовский  [1976,  c.  52,  54] получили КПД 

биосинтеза на смешанном корме (дрожжи  +  бактерии) в среднем 37%. Учитывая, что, 

согласно [Вавилин  и  Васильев,  1979, с.  5], химическому составу протоплазмы простейших 

соответствует эмпирическая формула C7H24O3N, получаем Yр/x
 = 0.37·(7·12/170)/(5·12/113). 

Y 0.69 Для бактерий, растущих на глюкозе, Вавилин  и  Васильев  [1979,  с.  7-8] с помощью 

термодинамического расчета2 получили значение Y  =  0.523  г клеточного органического 

вещества на 1 г глюкозы или, учитывая содержание углерода в глюкозе и клеточном веществе, 

Y = 0.523·(5·12/113)/(6·12/180).

μm 0.14 1/час Это значение так же путем теоретического расчета Вавилин и Васильев [1979, с. 11-14] получили 

для бактерий, растущих на глюкозе. Оно несколько меньше, чем максимальные удельные 

скорости роста, зафиксированные в культурах бактерий (см., например, [Pirt, 1975; Вавилин 

и Васильев,  1979,  с.  14]), но представляется вполне приемлемым с учетом неоптимальности 

природных условий и иллюстративной цели моих расчетов.

1  2 
1 Здесь у автора, очевидно, досадная описка. Из уравнений (6) и (7) ясно видно, что смысл максимальной удельной ско-

рости роста имеет не Еm, а произведение Yр/x· Еm (кстати, в программе, размещенной в табл. П1, параметр EM описан именно 

как «МАКСИМАЛЬНЫЙ МЕТАБОЛИЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ ХИЩНИКА», а не «максимальная удельная скорость 
роста хищника». Таким образом, раз максимальная удельная скорость роста простейших и экономический коэффициент 

приняты равными, соответственно, 0.065 1/час и 0.34, то Еm = 0.065/0.34 ≈ 0.19 1/час. Впрочем, какой-то принципиальной 

ошибки тут нет, поскольку принятое автором для Еm значение 0.065 1/час соответствует (при Yр/x = 0.34) удельной скорости 

роста 0.022 1/час, а хищники с параметром такого порядка, безусловно, существуют. – Примечание издателей.
2 Поскольку [Вавилин и Васильев, 1979] представляет сейчас библиографическую редкость, то считаем нужным отметить, 

что этот расчет воспроизведен в [Glagolev, 2021]. – Примечание издателей.
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Численно-аналитический частный метод 
решения: сведение системы 
к одному уравнению

Итак, мы собираемся решить (т.е. найти 
Х, S и Р) систему уравнений

rG-0.203·(1 – e–0.087·S) · Х – 1.3·S·Х/(S + 8) = 0,  

0.14·(1 – e–0.087·S) – 0.065 · Р/(Х + 5.7) = 0,   

0.0221· Х/(Х + 5.7) – 0.0012 = 0

при разных значениях rG (от 0 до 0.492 мгС/л/час).
Поступить можно, как минимум, двумя раз-

личными способами: 
•  решать непосредственно систему из 3 урав-

нений «в лоб»  — использовать какую-либо 
программу для численного решения систем 
уравнений;

•  свести задачу к численному решению одного 
уравнения (сначала из последнего уравнения 
системы аналитически найдем Х; потом под-
ставим его в первое уравнение, которое ре-
шим численно, в результате чего найдем S; 
и, наконец, подставив полученные значения 
Х и S в среднее уравнение, аналитически 
найдем из него Р).
Множество компьютерных программ раз-

работано для решения как отдельных уравне-
ний, так и их систем (табл. 4). Но первый путь 
кажется более простым и привлекательным, 

Таблица 4. Программы для решения нелинейных алгебраических и трансцендентных уравнений.

Название Язык Метод Литературный источник

Решение уравнения с одной переменной

HALF Алгол Деления отрезка пополам (или 
бисекции, или половинного 
деления, или полуинтервалов)

[Кафаров и др., 1972, с. 197-198]

Bisec Алгол [Агеев и др., 1975, c. 17-18]

0301 Алгол-60 [Маергойз и Реутова, 1973, с. 5, 8]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973, с. 5-7]

б/н Аналитик [Мешалкина,  1980, c. 80-81]

BINBIS Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 154-158]

б/н Алгол Итераций (для уравнения 
f(y) = y)

[Гутер и Резниковский, 1971, с. 72]

Root [Агеев и др., 1975, c. 58-60]

Zeros Алгол Мюллера [Агеев и др., 1975, c. 55-58]

Muller Алгол [Агеев и др., 1981, c. 99-111]

0302 Алгол-60 Хорд (или пропорционаьных 
частей)

[Маергойз и Реутова, 1973а, с. 9, 12]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973а, с. 9-11]

б/н Алгол Хорд и касательных [Гутер и Резниковский, 1971, с. 69-70]

0304 Алгол-60 Итерационный процесс 
Эйткена-Стеффенсена с 
ускоренной сходимостью

[Маергойз и Реутова, 1973с, с. 17, 19-20]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973с, с. 17-19]

б/н Фортран Ньютона (или 
Ньютона-Рафсона)

[Shoup, 1979]

NEWTON Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 169-172]

ZEROIN ANSI 
Standard 
Fortran

Брента [Forsythe et al., 1977]

0303 Алгол-60 М.Л. Рыбакова [Маергойз и Реутова, 1973b, с. 13, 16]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973b, с. 13-15]

Решение систем уравнений

0311 Алгол-60 Простой итерации [Маергойз и Реутова, 1973d, с. 66-67, 70]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973d, с. 66-69]

0312 Алгол-60 Монте-Карло [Маергойз, 1973, с. 71-74, 84-88]

Аналитик [Маергойз, 1973, с. 71-84]

FALL1,  
FALL2

Фортран Градиента [Кукебаев, 1979] 
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поскольку не надо уметь выполнять никаких 
аналитических преобразований, а достаточно 
просто записать уравнения исходной системы 
по правилам того или иного языка программи-
рования. Однако проблема численного решения 
уравнений (и особенно их систем!) состоит в 
том, что нужно задать либо достаточно хорошее 
приближение к решению, либо (в случае ре-
шения одного уравнения методом половинного 
деления) указать границы, в которых оно нахо-
дится. Поскольку нет уверенности, что удасться 
угадать хорошее начальное приближение для 
исходной системы (т.е. угадать такие значения 
Хо, Sо и Ро, которые в некотором смысле не-
далеко отстоят от решения  — от тройки чисел 
Х, S и Р), то сначала реализуем второй путь.

Выше было показно, что стационарное 
значение Х можно найти по формуле (12): 
Х = 0.0012 · 5.7/(0.34 · 0.065 – 0.0012) = 0.327 мгС/л. 
Проверим найденное значение, подставив его 
в последнее уравнение системы: 0.0221·0.327/
(0.327 + 5.7) – 0.0012 ≈ –9 ·10–7, т.е. получаем 
практически 0, а это значит, что Х = 0.327 мгС/л 
действительно найдено верно. Теперь обратимся 
к первому уравнению системы.

Для определения корня уравнения можно ис-
пользовать итеративный метод бисекции. При 
этом необходимо знать значения аргумента S1 и 
S2, охватывающие корень S: S1

 < S < S2 [Johnson, 
1980, р. 152]. Такое требование (по крайней 
мере в случае нашего примера) кажется более 
простым, чем необходимость указать некое 
«хорошее» начальное приближение к корню. 
Действительно, предположительное значение 
S1 обнаруживается сразу же  — просто исхо-
дя из физического смысла концентрации: она 
не может быть отрицательной, следовательно 
S1

  =  0. Чтобы задать S2, введем обозначение 
α  = μm·(1  – e–k · S) ·Х/Y и с использованием α 
перепишем (15):

rG – α = mm · S · Х/(S + KM).

Найдем отсюда S:

S = (rG – α) · KM/(mm· Х – rG + α).

Если рассматривать S как функцию α, то эта 
функция будет убываюшей: чем α меньше  — 
тем S больше. Следовательно, в качестве S2 мы 
можем взять S при наименьшем  — нулевом  —
значении α1:

1 К сожалению, такой метод выбора S2 будет рабо-
тать только при rG <

 mm·Х, т.е. в нашем примере при 
rG <

 0.425, тогда как стационарные состояния возможны 
вплоть до rG =

 0.492 мгС/л/час. Поскольку исправить 
ситуацию можно многими простейшими путями, то за 
неимением места я не буду на этом останавливаться 
(в конце концов, используемая далее прогрмма ZEROIN 
просто выдает вместо корня значение S2 если пользо-
ватель так неудачно задал S2, что S2  <

 S).

S2 = rG · KM/(mm · Х – rG)  > 
> (rG – α) ·KM/(mm·Х – rG + α)  =  S.

Такой выбор S1 и S2 легко проверить 
для любого частного случая. Пусть, на-
пример, мы хотим найти решение урав-
нения (15) при rG  =  0.2  мгС/л/час. Тогда 
S2  =

  0.2 · 8/(1.3 · 0.327 – 0.2)  ≈  7.11  мгС/л. Если 
подставить S1 в (15), то равенство не будет 
соблюдаться, т.к. в правой части имеем 0.2, а 
0.2 ≠ 0. Но если подставить S2 =

 7.11, то равен-
ство опять не будет соблюдаться, однако теперь 
в правой части имеем 0.2 – 0.14 · (1 – e–0.087 · 7.1

1) · 0.327/0.69  –  1.3 ·7.11·0.327/(7.11+8)  ≈  -0.031. 
Знак числа поменялся! Очевидно, что корень 
действительно заключен где-то между S1 и S2: 
значение S1 оказалось слишком мало и поэто-
му правая часть (15) при подстановке в нее S1 
не упала до нуля, а осталась на уровне 0.2, но 
S2  — слишком велико и поэтому правая часть 
(15) упала ниже нуля.

Теперь, когда мы имеем интервал, в кото-
ром заключен корень уравнения (15), его можно 
легко найти при помощи одной из программ, 
реализующей метод бисекции или метод Брента2 
(табл. 4). Вычислив таким образом S, после этого 
можно очень просто найти Р из (16):

 Р = μm·(1 – e–k · S) · (Х + KХ)/Еm (17)

(кстати, из этой формулы следует, что Р 
ограничено значением μm· (Х + KХ)/Еm  ≈   

≈ 0.14 · 6.027/0.065  ≈  13). Программа, реализу-
ющая описанный алгоритм, помещена ниже в 
табл. П1 (см. ПРИЛОЖЕНИЕ). Решение систе-
мы, состоящей из уравнений (11), (15) и (16), 

графически представлено на рис. 1.

2 Алгоритм бисекции абсолютно застрахован 
от неудачи, но довольно медлителен. Если функ-
ция f(S), нуль которой ищется, достаточно гладкая 
(имеет одну или две непрерывные производные), 
то часто есть возможность значительно сокра-
тить количество вычислений функции по сравне-
нию с методом бисекции. Один из лучших име-
ющихся алгоритмов  — ZEROIN, изобретенный в 
1960-х гг. в Математическом центре Амстердама 
(Ван Вейнгарден, Деккер и др.) и затем улучшенный 
Брентом (1973). Он сочетает безотказность бисекции 
с асимптотической скоростью метода секущих в слу-
чае гладких функций (гарантированно не может быть 
много медленнее бисекции, но быстрей ее, когда f 
является гладкой). Добавочная скорость очень по-
лезна, если вычисление f(S) требует много времени 
[Forsythe et al., 1977, p. 173, 177]. Если отвлечься от 
рассматриваемого довольно простого «ризосферного» 
примера, то кажется вполне реалистичным ожидать, 
что современные модели ПоБиК часто будут порож-
дать весьма сложные уравнения (т.е. весьма сложные 
функции f, на вычисление которых, естественно, бу-
дет уходить много машинного времени).
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Способ Ньютона-Рафсона для нелинейных 
систем уравнений

На практике в классических моделях микро-
биологической кинетики довольно часто удается 
вычленить одно уравнение, аналитически нераз-
решимое относительно единственной перемен-
ной, которое можно решить численно, после 
чего уже удается решить (аналитически) и всю 
систему, как это было показано в предыдущем 
разделе на примере модели ризосферы. Но по-
нятно: нет гарантии, что так можно будет по-
ступить всегда. Более того, интуитивно ясно, 
что для сложных моделей реальных природных 
систем, скорее всего, это не пройдет и нам ну-
жен какой-то универсальный способ.

Обозначая через х вектор-столбец (х1, …, хn)T, 
можно записать уравнения в виде f1(х)  =  0, 
f2(х)  =  0, …, fn(х)  =  0. Или, вводя для вектора-
столбца функций (f1, …, fn)T, обозначение f, мо-
жем записать всю систему в компактной форме

 f(х)  =  0. (18)

Если могут быть вычислены все частные 
производные функций fi по переменным хj, то 
можно применить метод Ньютона. Пусть J(х) 
обозначает матрицу Якоби; ее элемент Ji,  j есть 
значение производной дfi/дхj в точке х. Метод 
Ньютона начинает с произвольного хо. Далее, 
функцию f линеаризуют в точке хо, разлагая ее 
в ряд Тэйлора и удерживая лишь члены нулевой 
и первой степени [Forsythe  et al., 1977]:

f(х)  =  f(хо)  +  J(хо) · (х – хо).

Обозначая вектор поправок к решению 
Δ = х – хо и учитывая, что должно выполняться 

(18), получаем для Δ систему линейных алге-
браических уравнений: J(хо)·Δ  =  –f(хо). 

Более точные, чем хо, значения корней: 
х1  =  хо  +  Δ. Дальнейшие поправки можно по-
лучить тем же путем, отправляясь от точки х1 
[Гутер  и Резниковский,  1971,  с.  104]. В общем 
случае, имея хk, находят хk+1  =  хk  +  Δk+1, по-
лучая поправку Δk+1 решением линейной си-
стемы J(хk) · Δk+1  =  f(хk) [Forsythe  et al.,  1977]. 
Понятно, что этот процесс можно продолжать 
бесконечно, поэтому возникает естественный 
вопрос: когда следует остановиться? Когда мож-
но считать, что решение найдено (и дальнейшее 
его уточнение бессмысленно) или, напротив, 
что найти решение не получается и поэтому 
дальнейшее применение вышеописанного ал-
горитма все равно не имеет смысла? 

А.И.  Кукебаев [1979,  c.  320-322] заканчива-
ет вычисления когда скалярное произведение 
f · f  <  EPS1 (решение найдено), либо когда 
k > К, где К — допустимое число итераций (ре-
шение не может быть найдено). К.  Джонсон 
[Johnson, 1980, р. 237] принимает К = 20. Я ре-
ализовал вышеописанный метод Ньютона-
Рафсона с условиями окончания вычислитель-
ного процесса по Кукебаеву-Джонсону в виде 
подпрограммы NEWRAF (и ряда вспомогатель-
ных подпрограмм для нее — см. табл. П2 и П3 
в Приложении). В программе NERA (табл. П2) 
данный метод применен к расчету стационар-
ной однородной модели ризосферы, содержа-
щей уравнения (11), (15) и (16). 

На сходимость метода Ньютона суще-
ственно влияет выбор начального приближе-
ния [Бененсон  и  др., 1981,  с.  23]. К счастью, 

Рис. 1. Стационарная однородная модель ризосферы: решение уравнений (11), (15) и (16).

Биомасса микробов не приводится, т.к. она, согласно данной модели, не зависит от rG (при значениях 
параметров, приведенных в табл. 3, Х  =  0.327  мгС/л).
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обычно из каких-то простых физических или 
(в нашем случае) биологических соображений 
удается предположить «достаточно хорошие» 
начальные приближения, т.е. такие, которые 
обеспечат сходимость метода. В рассматривае-
мом примере не просто хорошее, а, можно ска-
зать, прекрасное приближение к Х находим по 
формуле (12). Начальные прибижения к S и Р 
очень легко получить в частном случае rG → 0, 
исходя из биологического смысла. Если в си-
стему не подается субстрат (при rG = 0), то его 
там и не может быть в стационарном состоянии, 
следовательно S =  0. Имея Х и S, находим по 
формуле (17) начальное приближение к Р: оно, 
как и S, оказывается нулевым. Предположим, 
мы хотим найти решение системы уравнения 
(11), (15) и (16) при rG =

 0.2 мгС/л/час. Исходя 
из выбранного начального приближения (S = 0, 
Х =  0.327 и Р  =  0), NERA находит решение 
(S = 5.557, Х = 0.327 и Р = 4.979) всего за 4 ите-
рации (табл. 5).

Решение проблемы выбора начального 
приближения в общем случае: 
метод продолжения

К сожалению, ясно: нет гарантии, что 
всегда легко можно найти хорошее начальное 
приближение. Более того, интуитивно понят-
но, что чем сложнее будут модели реальных 
природных систем, тем труднее будет опре-
делить начальное приближение, обеспечива-
ющее сходимость. Наигранное бодрячество 
Форсайта и др. [Forsythe et al., 1977]: «На прак-
тике можно подчас, итерируя с мужеством и 
оптимизмом, найти корень…», вряд ли может 
удовлетворить советских ученых, не привык-
ших полагаться на «авось». Очевидно, что не-
обходим какой-то универсальный способ. И он 
существует!1

1 Для того чтобы, стартуя с плохого приближе-
ния, излагаемый далее «метод продолжения» мог бы 
найти решение, необходимо выполнение некоторых 
условий, накладываемых на функции, задающие 
уравнения. К сожалению, автор не рассматривает 
эти условия и даже не упоминает об их существова-
нии, что создает иллюзию абсолютной универсаль-
ности метода продолжения. И хотя условия эти не 
слишком ограничительны, строго говоря, универ-
сальным метод продолжения, все же, не явля-
ется. Заинтересованный читатель может познако-

Область сходимости можно расширить, ис-
пользуя метод продолжения. Суть его состоит 
в следующем. Вместо одного отображения f(х) 
вводится целое семейство их:

Н(х,  Т) = Т · f(х) + Fo(х, Т)·(1 – Т),

где Т  ∈  [0,  1], а функция Fo при Т  =  0 долж-
на быть близка к линейной относительно х. 
Таким образом, Н(х, 0) = Fo(х, 0), Н(х, 1) = f(х) 
[Бененсон и др., 1981, с. 23]. Итак, в методе про-
должения вместо задачи f(х) = 0 решается задача 
Н(х,  Т)  =  0, т.е. Т · f(х)  +  Fo(х,  Т)·(1 – Т)  =  0. 
Пусть мы имеем произвольное начальное 
приближение хo, такое, что метод Ньютона-
Рафсона, используя это приближение, не может 
найти решение. Если положить Т = 0, то задачу 
0 · f(х1)  + Fo(х1,  0)·(1 – 0)  = Fo(х1,  0)  =  0 можно 
решить, поскольку функция Fo выбрана так, 
что при Т  =  0 она близка к линейной (более 
того, ничто не мешает нам для гарантирован-
ной сходимости выбрать ее не просто близкой к 
линейной, а в точности линейной). Теперь, ис-
пользуя х1 в качестве начального приближения, 
решим задачу Т1 · f(х2) + Fo(х2, Т1) · (1 – Т1) = 0 
для максимально большого значения Т1   1, 
для которого такую задачу удается решить. 
После этого, используя найденное значение 
х2 в качестве начального приближения, ре-
шим задачу Т2 · f(х3)  +  Fo(х3,  Т2)·(1 – Т2)  =  0 
для максимально большого значения Т2 из интер-
вала (Т1, 1]. Этот процесс следует продолжать до 
тех пор, пока наконец мы получим при Т = 1 ре-
шение задачи 1 · f(х) + Fo(х, 1) · (1 – 1) = f(х) = 0. 
Рассмотрим описанный алгоритм на примере.

Возьмем для нашей системы, состоящей 
из уравнений (11), (15) и (16), очень плохое на-
чальное приближение: Sо

 = 10, Хо
 = 1.5 и Ро

 = 0. 
Используя такое приближение, пограмма NERA 
не сможет найти решение указанных уравнений. 
Тогда, в соответствии с методом продолжения, 
изменим задачу и будем рассматривать, напри-
мер, такие уравнения:

Т ·[rG – μm·(1 – e–k · S) · Х/Y – mm·S ·Х/(S + KM)] + 

+ (S – 10) · (1 – Т) = 0, 

миться с вышеупомянутыми условиями (и вообще 
со многими тонкостями) данного метода, например, 
по превосходной книге [Шалашилин и Кузнецов, 
1999].  — Примечание издателей.

Таблица 5. Итерации метода Ньютона-Рафсона для системы уравнений (11), (15) и (16) при начальном 
приближении S = 0, Х = 0.327 и Р = 0.

Итерация
Значения переменных

Итерация
Значения переменных

S Х Р S Х Р

1 3.395 0.327 3.834 3 5.557 0.327 4.979

2 5.239 0.327 4.870 4 5.557 0.327 4.979
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 Т· [μm · (1 – e–k · S) – Еm· Р/(Х + KХ)] +

 + (X – 1.5) · (1 – Т) = 0, (19)

Т · [Yр/x · Х · Еm/(Х + KХ) – а] + P · (1 – Т) = 0.

Очевидно, что при Т = 1, эти уравнения пре-
вращаются, соответственно, в (15), (16) и (11), 
а при Т = 0 — в простейшую линейную систему

S – 10 = 0,  X – 1.5 = 0,  P = 0.      (20)

Последняя специально была придумана так, 
чтобы ее решением являлось наше неудачное 
начальное приближение (Sо

  =  10, Хо
  =  1.5 и 

Ро
 = 0). Итак, это начальное приближение по-

зволяет получить решение при Т = 0. Попробуем 
теперь получить решение системы (19) при 
Т  =  0.5, используя решение системы (20) в 
качестве начального приближения. Всего лишь 
за 3 итерации получаем решение: S1

  =  11.043, 
Х1

  =  1.414 и Р1
  =  –0.003. К сожалению, если 

попытаться получить решение исходной задачи 
(при Т  =  1), используя S1, Х1 и Р1 в качестве 
начального приближения, то опять ничего не 
получится. Не страшно! Попытаемся (используя 
то же начальное приближение S1, Х1 и Р1) най-
ти решение системы (19) при Т  = 0.75.1 Опять 
буквально за 3 итерации получаем решение: 
S2

 = 12.822, Х2
 = 1.217 и Р2

 = –0.008. Снова по-
пытаемся получить решение исходной задачи 
(т.е. при Т  = 1), используя теперь уже S2, Х2 и 
Р2 в качестве начального приближения. И здесь 
нас ожидает закономерный успех — используя 
S2, Х2 и Р2, NEWRAF за 8 итераций находит 
решение уравнений (15), (16), (11)!

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

(СИСТЕМА D0) 

Пример системы D0: однородная 
нестационарная модель ризосферы

Фактически, прежде чем получить однород-
ную стационарную модель ризосферы, рассма-
тривавшуюся выше, мы уже имели ее нестацио-
нарную модель — систему, включающую в себя 
уравнения (1), (2) и (3). В качестве примера 
далее рассматриваются расчеты по этой модели, 
в которой μ, m и E приняты в виде (14), (8) 
и (7), соответственно2, а численные значения 
параметров взяты из табл. 3. С математической 

1 Почему при Т = 0.75? Потому что при Т = 0.5 мы 
смогли найти решение, а при Т  =  1  — нет, хотя нам 
нужно именно решение при Т = 1. Двигаясь от Т = 0.5 
к нашей цели (Т  = 1), естественно попробовать найти 
решение в середине этого интервала, т.е. при Т = 0.75.

2 Разумеется, в эти формулы вместо стационар-
ных концентраций X и S следует теперь подставлять 
нестационарные x и s, соответственно.

точки зрения данная модель представляет собой 
систему обыкновенных ДУ. Если в начальный 
момент времени (t  =  0) мы зададим значения 
s(0), х(0) и р(0), то сможем рассчитать дальней-
шую динамику — s(t), х(t) и р(t). Это — задача 
Коши. Для ее численного решения в литературе 
имеется множество компьютерных программ — 
см. табл.  6.

Проблема жесткости

Проблемы, с которыми салкивается при-
менение вычислительных методов в задачах 
эволюции биологических систем, сообществ, 
популяций (и уравнения, на которых оно ос-
новано), встречаются весьма часто и при ана-
лизе широкого круга задач химической кине-
тики, эволюции физических систем и т.п.3. 
Особенность таких систем состоит в том, что 
временные характеристики различных перемен-
ных существенно отличаются друг от друга: для 
кинетических систем такого типа характерно 
наличие быстро и медленно меняющихся пере-
менных [Полак  и  др., 1984,  с.  3,  130].

Для динамических систем можно оценить 
постоянные времени, которые определяют 
длительность переходных процессов и устой-
чивость алгоритмов численного интегрирова-
ния [Бененсон  и  др.,  1981,  с.  121]. Наличие 
быстрой и медленной подсистем определяет 
трудности, возникающие при численном ре-
шении задачи [Полак  и  др.,  1984,  с.  130]. Так, 
полное время переходного процесса в системе 
определяется наибольшей постоянной времени 
(τmax). С другой стороны, устойчивость наибо-
лее распространенных явных методов интегри-
рования (Эйлера, Рунге-Кутта различных по-
рядков и др.) нарушается уже при некотором 
превышении шагом интегрирования величины, 
имеющей порядок наименьшей постоянной 
времени (τmin) [Бененсон  и  др.,  1981,  с.  121]. 
Постоянная времени для решения ДУ  — это 
время, необходимое для уменьшения значе-
ний решения в е раз. Например, уравнение 
dy/dt = –λ · y имеет решение y(t) = С · е–λ·t. Если 
λ  >  0, то y уменьшится за время 1/λ в е раз4 
[Forsythe  et  al., 1977]. Для линейных систем 
можно оценить собственные значения матрицы 
системы ДУ и соответствующие им постоянные 
времени. Для нелинейной системы исследуется 

3 Это позволяет надеяться на то, что в ПоБиК 
нам не придется каждый раз «изобретать велосипед», 
а можно будет просто освоить тот, на котором давно 
«катаются» физики и химики. 

4  Форсайт и др. утверждают, что y уменьшится в 1/е 
раз, но «уменьшение в 1/е» раз означает, что y возрас-
тет в е раз. Это, конечно, грубая ошибка (впрочем, 
мы давно уже привыкли, что для буржуазных ученых 
ошибки вполне естественны).
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Таблица 6. Программы решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Название Код* Язык Метод Литературный источник

0611 МUп3 Аналитик Нумерова [Дрючина и Геец, 1973, с. 161–164]

Алгол-60 [Дрючина и Геец, 1973, с. 161, 163–165]

0610 МUп2 Милна с разгоном 
по методу 
Рунге-Кутта

[Дрючина,  1973g, с. 153–154, 157–160]

Аналитик [Дрючина,  1973g, с. 153–158]

MLNRK4 Фортран-IV [Белявский и др., 1979, с. 372–374]

MIRK2S МSп2 [Белявский и др., 1979, с. 372–377]

Euler МUп1 Алгол Эйлера [Гутер и Резниковский, 1971, с. 260]

YmE Уточненный метод 
Эйлера

[Гутер и Резниковский, 1971, с. 261]

0602 Аналитик Эйлера-Коши с 
итерациями

[Дрючина, 1973, с. 72–75]

Алгол-60 [Дрючина,  1973, с. 72, 76–77]

RK Алгол Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Гутер и Резниковский, 1971, с. 262]

0608 Алгол-60 Адамса [Дрючина, 1973е, с. 133–134, 137–139]

Аналитик [Дрючина,  1973е, с. 133–138]

PRECOR Фортран-10 Прогноза и 
коррекции

[Johnson, 1980, р. 359–363]

EULER МUа1 Эйлера [Johnson, 1980, р. 348–352]

0601 Аналитик Эйлера-Коши с 
итерациями

[Дрючина и Левченко, 1973, с. 65–69]

Алгол-60 [Дрючина и Левченко, 1973, с. 65, 69–71]

0604 Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Дрючина,  1973а, с. 88, 92–95]

Аналитик [Дрючина,  1973а, с. 88–92]

RUNKUT Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 353–358]

0606 Аналитик Кутта-Мерсона [Дрючина, 1973с, с. 109–113]

Алгол-60 [Дрючина,  1973с, с. 109–110, 113–116]

РУКУ МSп1** Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Емельянов,  1983, c. 72–74]

0609 МSп1 Адамса [Дрючина,  1973f,  с.  140–141, 147–152]

Аналитик [Дрючина,  1973f,  с.  140–148]

0603 МSа1 Алгол-60 Эйлера-Коши с 
итерациями

[Левченко и Дрючина, 1973, с. 78, 83–87]

Аналитик [Левченко и Дрючина, 1973, с. 78–84]

0605 Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Дрючина,  1973b, с. 96–105]

Алгол-60 [Дрючина,  1973b, с. 96–97, 104–108]

RUNGE Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 367–373]

Р502 Алгол [Кафаров и др., 1972, с. 375–379]

Runge [Агеев и др., 1975, c. 23–29]

0607 Алгол-60 Кутта-Мерсона [Дрючина,  1973d, с. 117–119, 125–132]

Аналитик [Дрючина,  1973d, с. 109–127]

RKF45 ANSI Standard 
Fortran

Рунге-Кутта-
Фельберга

[Forsythe et al.,  1977]

STIFFC ЖSа1 Фортран Гира [Полак и др., 1984, с. 237–252]

Примечания. 
*Используются следующие значения кодов: «U» или «S» — программа предназначена для решения одного 
уравнения или системы; «а» или «п» — шаг интегрирования автоматический или постоянный; «1» или «2», 
а ткже «3» — соответственно, уравнения 1-го или 2-го порядка, разрешенные относительно старшей произ-
водной, а также уравнение специального вида d2y/dx2 = f(x)·y; «Ж» или «М» — программа, соответственно, 
предназначена или не предназначена для интегрирования жестких уравнений.
**Для этой программы три легко реализуемых алгоритма выбора шага приведены в [Емельянов, 1983, c. 81–82].
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матрица Якоби на каждом шаге интегрирова-
ния [Бененсон  и  др.,  1981,  с.  121], т.е. полу-
чается, что в нелинейном случае «постоянные 
времени» могут изменяться с течением време-
ни. Очевидно, что для нелинейной системы 
ДУ определение «постоянных времени» уже не 
слишком просто. Но, вероятно, грубая их оцен-
ка1 может базироваться всего лишь на анализе 
значений коэфициентов уравнений. Для рассма-
триваемого нами примера из табл. 3 мы имеем 
4 константы с размерностью «1/час»: а = 0.0012, 
Еm = 0.065, mm = 1.3 и μm = 0.14. Соответственно, 
τmax  ~  1/а  ≈ 833.3  часа, а τmin  ~  1/mm  ≈ 0.8  часа. 
Это означает, что самый медленный переход-
ный процесс (отмирание хищников) имеет ха-
рактерное время порядка многих сотен часов 
(и, следовательно, чтобы увидеть все возможные 
переходные процессы в нашей модели, требу-
ется интегрировать ее на интервале многих со-
тен часов (а, учитывая приближенность нашего 
подхода к оценке постоянных времени, лучше 
закладываться на тысячу часов или даже более). 

Системы дифференциальных уравнений, 
описывающие поведение как быстрой, так и 
медленной подсистемы, называются жестки-
ми. Трудности решения жестких задач состоят 
в том, что шаг интегрирования согласуется с 
характерным временем быстрого процесса, в то 
время как характерное время медленного про-
цесса много больше и необходимое число шагов 
интегрирования будет сравнимо с [Полак и др., 
1984, с.  130–131] τmax/τmin.

Большинство стандартных методов не при-
способлено для решения жестких уравнений. 
К  счастью, были изобретены специальные 
методы, оказавшиеся весьма эффективными 
[Forsythe  et al.,  1977]. Для того, чтобы выбор 
шага определялся лишь соображениями точно-
сти, при решении жестких задач Коши исполь-
зуются так называемые А-устойчивые методы 
[Полак  и  др., 1984,  с.  131].

К сожалению, требованию А-устойчивости 
отвечают далеко не все методы и это требо-
вание накладывает серьезные ограничения на 
схему интегрирования. Далквистом было по-
казано, что явный линейный многошаговый 
метод не может быть А-устойчивым, а порядок 
неявного А-устойчивого метода не превышает 2 

1 Считаю нужным еще раз подчеркнуть, что 
это  — очень грубое приближение. Л.С. Полак и 
др. [1984] справедливо указывают (для случая хи-
мической кинетики), что константа скорости сама 
по себе не является оценкой характерного времени 
би- и тримолекулярных процессов. Т.е., если гово-
рить более обще: кинетические параметры ДУ не 
являются оценками характерных времен каких-либо 
процессов, если эти параметры стоят при нелиней-
ных членах уравнений.

[Полак  и  др., 1984, с.  132]. Как известно, не-
явные методы интегрирования в общем случае 
требуют на каждом шаге решить нелинейную 
систему уравнений, т.е. являются обычно более 
трудоемкими при релизации, чем традицион-
ные явные методы интегрирования [Бененсон и 
др., 1981, с. 122]. Однако на практике чаще ис-
пользуются неявные разностные методы, ибо 
они в большей степени обладают свойством 
устойчивости, что позволяет выбирать боль-
ший по сравнению с явными схемами шаг 
интегрирования [Полак  и  др., 1984, с.  135]. 
Порождаемые неявными разностными мето-
дами системы нелинейных агебраических или 
трансцендентных уравнений легко решаются 
программами типа NEWRAF (приведенной в 
табл.  П2 Приложения). Простота использова-
ния таких программ и их высокая эффектив-
ность могут ввести неопытного вычислителя в 
искушение самостоятельно запрограммировать 
какой-либо несложный неявный метод дискре-
тизации дифференциальных уравнений.

Вероятно, простейшим из них является так 
называемый обратный метод Эйлера, вы-
ражаемый формулой yn+1  =  yn  +  h · f (yn+1,  tn+1) 
[Forsythe  et al.,  1977] для решения уравнения 
dy/dt  =  f(y,  t) (здесь yn+1  — искомое значение 
решения при значении независимой перемен-
ной tn+1; yn — известное значение решения при 
значении независимой переменной tn; h — шаг 
интегрирования: h  =  tn+1  –  tn). Но поскольку 
кроме относительно легко решаемой задачи по-
иска корней системы нелинейных уравнений, 
в теории численного решения систем ДУ есть 
еще много различных «подводных камней», то 
лучше использовать разработанное профессио-
налами программное обеспечение (тем более, 
что оно легко доступно).

В последние годы наблюдается особый ин-
терес к так называемым А(α)-устойчивым не-
явным методам интегрирования, у которых 
максимальное значение допустимого шага так 
же определяется не наименьшей постоянной 
времени, а степенью гладкости процессов и 
значениями некоторых параметров метода ин-
тегрирования (порядком метода, точностью и 
т.п.) [Бененсон и др., 1981, с. 122]. O.B. Widlund 
показал, что можно сконструировать неявные 
многошаговые методы 3-го и 4-го порядков, 
обладающие свойствами А(α)-устойчивости. 
Однако может возникнуть ситуация, когда в ре-
шении появляются резко растущие компоненты. 
В задачах химической кинетики такая ситуация 
не редкость  — она встречается при описании 
взрывных процессов [Полак и др., 1984, с. 132]. 
А для ПоБиК эта ситуация вообще совершенно 
обычна — достаточно вспомнить об экспонен-
циальном росте микробов.
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Рис. 2. Нестационарная однородная модель ризосферы: решение уравнений (1)–(3).
(а)  — rG  =

  0.2  мгС/л/час; (b)  — rG  =
  0.5  мгС/л/час, интегрирование методом Гира; 

(с)  — rG  =
  0.5  мгС/л/час, интегрирование обратным методом Эйлера при тех же требованиях к точности, 

что в (b)

Ко
нц

ен
тр

ац
ия

, м
гС

/л
Ко

нц
ен

тр
ац

ия
, м

гС
/л

Время, час

(а)

(c)

(b)

1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 Время, час
0

50

100

150

200

250

300

350

0

50

100

150

200

250

300

350

400

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Время, час
1000 2000 3000 4000 5000 6000

2

3

4

5

6

_____  – концентрация субстрата;
__ __   – концентрация микробов;
• • • • • • – концентрация хищников (на рисунках (b) и (c) 
шаг по времени столь мал, что точки местами 
сливаются в непрерывную жирную линию, что 
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Рис. 3. Нестационарная однородная модель ризосферы при периодическом воздействии. В уравнениях 
(1)–(3) теперь принято: rG  =  0.02 · Т · [sin(t · 0.2618 – 2) + 1], а  =  0.0012 · fac, Еm  =  0.065 · fac, mm  =  1.3 · fac,  
μm  =  0.14 · fac, где температура Т  =  10 · [sin (t · 7.1726 · 10–4

  +
  1] и (согласно, [Вавилин и Васильев, 1979, 

с. 16]) fac  =  1.047T – 20
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В таких случаях сама задача Коши уже 
перестает быть устойчивой, поэтому нель-
зя требовать и устойчивости численного ме-
тода. Для преодоления этих трудностей Гир 
ввел требование жесткой устойчивости. Это 
дополнительное к абсолютной устойчивости 
требование обеспечивает точность аппрок-
симации растущего решения [Полак  и  др., 
1984,  с.  132]. Предложенный Гиром алгоритм 
численного интегрирования жестких систем 
ДУ, получил широкое распространение. Этот 
алгоритм основан на использовании линей-
ных многошаговых методов, удовлетворя-
ющих требованиям жесткой устойчивости. 
При решении задачи Коши методом Гира в 
каждой точке выбирается оптимальный по-
рядок метода, обеспечивающий наибольший 
возможный шаг интегрирования [Полак и др., 
1984,  с.  136]. На рис. 2 приведены результаты 
интегрирования методом Гира системы (1)–(3) 
в случае, когда rG =

 0.2 мгС/л/час (рис. 2, а) и 
rG  =

  0.5  мгС/л/час (рис. 2b). В первом случае 
rG  <  0.492  мгС/л/час, следовательно, должно 
достигаться стационарное состояние и оно 
действительно достигается при тех значени-
ях x, р и s, которые уже были определены 
выше (в  разд. «Численно-аналитический…» 
и «Способ Ньютона-Рафсона…») из решения 
системы алгебраических и трансцендентных 
уравнений, соответствующей стационарному 
случаю. Для решения данной (не очень жест-
кой) задачи метод Гира затрачивает лишь на 
27% меньше времени, чем метод Рунге-Кутта 
4-го порядка. Однако это не значит, что метод 
Гира будет выигрывать всегда. На рис. 3 приве-
ден результат интегрирования той же системы 
(1)–(3), но при более реалистичных условиях, 
приведенных в подписи к рис. Синусоида в 
Т учитывает влияние сезонного изменения 
температуры на скорости процессов, а для rG 
при помощи короткопериодичной синусоиды 
учитывается еще и влияние суточного цикла на 
поступление субстрата в ризосферу. Вследствие 
этого τmin определяется теперь уже не внутрен-
ними кинетическими параметрами системы, а 
внешним воздействием (с периодом в 1 сутки). 
Поскольку этим воздействием система все вре-
мя выводится из стационарного состояния, то 
размер шага практически везде определяется 
точностью, а не устойчивостью, следователь-
но, явный метод получает преимущество над 
неявным. В результате, для расчета рис. 3 ме-
тод Гира требует в 8 раз больше времени, чем 
метод Рунге-Кутта 4-го порядка.

В заключение обратим внимание на резуль-
таты расчета при rG  >  0.492  мгС/л/час. Как 
видим (рис.  2, b), стационарное состояние не 
имеет места — система переходит в колебатель-

ный режим. То, что стационарного состояния 
при rG > 0.492 мгС/л/час в данной системе нет, 
было понятно уже из анализа стационарной 
системы, так что полученный теперь резуль-
тат не удивителен. Однако, интегрируя ту же 
самую задачу обратным методом Эйлера, мы 
получаем несколько иное решение (рис. 2с). 
Подобное расхождение в результатах, получен-
ных разными методами, может свидетельство-
вать о серьезных вычислительных проблемах и 
всегда нуждается в тщательном анализе. К со-
жалению, в данном кратком докладе провести 
такой анализ не представляется возможным 
и, приводя рис. 2, с, я лишь хотел обратить 
внимание на то, что численные методы не 
следует вопринимать как некое вошебное 
средство, автоматически решающее любые 
проблемы. Нет! Тем кто хочет применять их в 
ПоБиК придется изрядно потрудиться, прежде 
чем они научатся сходу обходить все «подво-
дные камни».
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Таблица П1. Программа решения нелинейного уравнения, к которому сводится модель ризосферы

Основная программа и функция, задающая 
уравнение

Функция ZEROIN, решающая уравнение 
методом Брента

 PROGRAM ZEROIN1
C СТАЦИОНАРНАЯ МОДЕЛЬ РИЗОСФЕРЫ
C РЕШАЕТСЯ (ОТНОСИТЕЛЬНО P, S, X) СИСТЕМА
C УРАВНЕHИЙ
C            X*YPX*EM/(X+KX) - AL = 0
C   RG-MUM*(1-EXP(-K*S))-MM*S*X/(S+KM) = 0
C      MUM*(1-EXP(-K*S))-P*EM/(X+KX) = 0
C
C МЕТОД РЕШЕНИЯ.
C 1-OE УРАВНЕНИЕ РЕШЕНО АНАЛИТИЧЕСКИ
C ОТНОСИТЕЛЬНО Х,
C 2-ОЕ УРАВНЕНИЕ РЕШАЕТСЯ ЧИСЛЕННО
C ОТНОСИТЕЛЬНО S (ПРИ Х, НАЙДЕННОМ ИЗ 1-ГО
C УРАВНЕНИЯ), 
C 3-E УРАВНЕНИЕ РЕШЕНО АНАЛИТИЧЕСКИ
C ОТНОСИТЕЛЬНО P (ПРИ Х И S НАЙДЕННЫХ ИЗ 1-ГО
C И 2-ГО УРАВНЕНИЙ).

 EXTERNAL F
 REAL A, B, Z, TOL, ZEROIN
 REAL AL,EM,K,KM,KX,MM
 REAL MUM,P,RG,X,Y,YPX
 COMMON /CONSTANTS/ K,KM,MM,MUM,RG,X,Y
C КИНЕТИЧЕСКИЕ КОНСТАНТЫ - ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИ..
C 
C AL (1/ЧАС)    - УДЕЛЬНАЯ СКОРОСТЬ
C             ОТМИРАНИЯ ХИЩНИКА
C EM (1/ЧАС)    - МАКСИМАЛЬНЫЙ МЕТАБОЛИ-
C              ЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ ХИЩНИКА
C K (Л/МГ С)    - ПАРАМЕТР ЗАВИСИМОСТИ
C             ТИСЬЕ M=MM*(1-EXP(-K*S))
C KM (МГ С/Л)    - КОНСТАНТА МИХАЭЛИСА ДЛЯ
C               ПОДДЕРЖАНИЯ
C KX (МГ С/Л)    - КОНСТАНТА ПОЛУНАСЫЩЕНИЯ
C                ХИЩНИКА
C MM (1/ЧАС)    - МАКСИМАЛЬНАЯ УДЕЛЬНАЯ
C              СКОРОСТЬ ПОДДЕРЖАНИЯ
C MUM (1/ЧАС)   - МАКСИМАЛЬНАЯ УДЕЛЬНАЯ
C             СКОРОСТЬ РОСТА МИКРОБОВ
C RG (МГ С/Л/ЧАС) - ИНТЕНСИВНОСТЬ ЭКЗООСМОСА
C Y          - ЭКОНОМИЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ
C              РОСТА МИКРОБОВ
C YPX      - ЭКОНОМИЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ
C              РОСТА ХИЩНИКА
 DATA AL,EM,K,KM/.0012,.065,.087,8.0/
 DATA KX,MM,MUM,RG/5.7,1.3,.14,.2/
 DATA Y,YPX,A/0.69,0.34,0.0/
C
 X=AL*KX/(YPX*EM-AL)
 B=RG*KM/(MM*X-RG)
 TOL=1.0E-5
 Z=ZEROIN(A,B,F,TOL)
 P=MUM*(1-EXP(-K*Z))*(X+KX)/EM
 PRINT 2,RG,X
2 FORMAT(4X,’RG=’,E12.5,4X,’X=’,E12.5)
 PRINT 4,Z,P
4 FORMAT(4X,’S=’,E12.5,4X,’P=’,E12.5)
 STOP
 END

 REAL FUNCTION ZEROIN(AX,BX,F,TOL)
 REAL AX,BX,F,TOL
C НУЛЬ ФУНКЦИИ F(X) ВЫЧИСЛЯЕТСЯ В ИНТЕРВАЛЕ АХ, ВХ
C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C AX, ВX - ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЦЫ ИСХОДНОГО ИНТЕРВАЛА
C F    - ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ, КОТОРАЯ ВЫЧИСЛЯЕТ F(Х) 
C    ДЛЯ ЛЮБОГО Х В ИНТЕРВАЛЕ АХ, ВХ
C TOL  - ЖЕЛАЕМАЯ ДЛИНА ИНТЕРВАЛА НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ
C     КОНЕЧНОГО РЕЗУЛЬТАТА
C ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C ZEROIN - КОРЕНЬ ФУНКЦИИ F В ИНТЕРВАЛЕ АХ, ВХ
C  БЕЗ ПРОВЕРКИ ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ, ЧТО F(АХ) И F(ВХ) ИМЕЮТ
C ПРОТИВОПОЛОЖНЫЕ ЗНАКИ, ZEROIN ВЫЧИСЛЯЕТ НУЛЬ Х В ЗАДАННОМ
C ИТЕРВАЛЕ АХ, ВХ В ПРЕДЕЛАХ ДОПУСКА НА ОШИБКУ
C 4*EPS*ABS(X)+TOL, ГДЕ EPS - МАШИННАЯ ТОЧНОСТЬ.
C    ЭТА ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ ПРИВЕДЕНА В КНИГЕ 
C ФОРСАЙТ И ДР., 1980, С. 180-183.
 REAL A,B,C,D,E,EPS,FA,FB,FC,TOL1,XM,P,Q,R,S
C ВЫЧИСЛИТЬ EPS - МАШИННУЮ ТОЧНОСТЬ
 EPS=1.0
10 EPS=EPS/2.0
 TOL1=1.0+EPS
 IF(TOL1 .GT. 1.0) GO TO 10 
 ZEROIN=F(BX)*EPS
C ПРИСВОЕНИЕ НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ
 A=AX
 B=BX
 FA=F(A)
 FB=F(B)
C НАЧАТЬ ШАГ
20 C=A
 FC=FA
 D=B-A
 E=D
30 IF(ABS(FC) .GE. ABS(FB)) GO TO 40
 A=B
 B=C
 C=A
 FA=FB
 FB=FC
 FC=FA
C ПРОВЕРКА СХОДИМОСТИ
40 TOL1=2.0*EPS*ABS(B)+0.5*TOL
 XM=.5*(C-B)
 IF(ABS(XM) .LE. TOL1) GO TO 90
 IF(FB .EQ. 0.0) GO TO 90
C НЕОБХОДИМА ЛИ БИСЕКЦИЯ
 IF(ABS(E) .LT. TOL1) GO TO 70
 IF(ABS(FA) .LE. ABS(FB)) GO TO 70
C ВОЗМОЖНА ЛИ КВАДРАТИЧНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
 IF(A .NE. C) GO TO 50
C ЛИНЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
 S=FB/FA
 P=2.0*XM*S
 Q=1.0-S
 GO TO 60
C ОБРАТНАЯ КВАДРАТИЧНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
50 Q=FA/FC
 R=FB/FC
 S=FB/FA
 P=S*(2.0*XM*Q*(Q-R)-(B-A)*(R-1.0))
 Q=(Q-1.0)*(R-1.0)*(S-1.0)
C ВЫБРАТЬ ЗНАКИ
60 IF(P .GT. 0.0) Q=-Q
 P=ABS(P)
C ПРИЕМЛЕМА ЛИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
 IF((2.0*P) .GE. (3.0*XM*Q-ABS(TOL1*Q))) GO TO 70
 IF(P .GE. ABS(0.5*E*Q)) GO TO 70
 E=D
 D=P/Q
 GO TO 80
C БИСЕКЦИЯ
70 D=XM
 E=D
C ЗАВЕРШИТЬ ШАГ
80 A=B
 FA=FB
 IF(ABS(D) .GT. TOL1) B=B+D
 IF(ABS(D) .LE. TOL1) B=B+SIGN(TOL1,XM)
 FB=F(B)
 IF((FB*(FC/ABS(FC))) .GT. 0.0) GO TO 20
 GO TO 30
C КОНЧЕНО
90 ZEROIN=B
 RETURN
 END

 REAL FUNCTION F(S)
 REAL S
 REAL K,KM,MM,MUM,RG,X,Y
 COMMON /CONSTANTS/ K,KM,MM,MUM,RG,X,Y
 F=MUM*(1-EXP(-K*S))*X/Y+MM*S*X/(S+KM)
 F=RG-F
 RETURN
 END
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Таблица П2. Программа решения системы нелинейных уравнений стационарной модели ризосферы
Основная программа, вспомогательные 

подпрограммы и функция, задающая уравнения 
системы

Подпрограмма, решающая систему уравнений 
методом Ньютона-Рафсона

 PROGRAM NERA

 EXTERNAL F

 REAL EPS1,X(10)

 INTEGER N,NDIM

C *******************************************

C СЛЕДУЮЩИЕ ДАННЫЕ ЗАДАЮТСЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ..

 DATA EPS1,IFLP,N,NDIM/0.00001,1,3,10/

 X(1)=0.0

 X(2)=0.327

 X(3)=0.0

C КОНЕЦ БЛОКА ДАННЫХ, ЗАДАВАЕМЫХ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ

C *******************************************

 CALL NEWRAF(EPS1,F,IFLP,N,NDIM,X)

 PRINT 14, IFLP, X(1), X(2), X(3)

14 FORMAT(4X,I4,E12.5,1H,E12.5,1H,E12.5)

 END

 SUBROUTINE NEWRAF(EPS1,F,IFLP,N,NDIM,X)

C РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ

С НЬЮТОНА-РАФСОНА 

C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..

C EPS1 - ДОПУСТИМАЯ СУММА КВАДРАТОВ ПОГРЕШНОСТЕЙ 

C      (НЕРАВЕНСТВА ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ УРАВНЕНИЙ 0).

C IFLP - ФЛАГ ВЫВОДА РЕЗУЛЬТАТОВ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ

C      ИТЕРАЦИЙ НА ПЕЧАТЬ (ЕСЛИ IFLP=1). НА

C      ВЫХОДЕ ИЗ NEWRAF В IFLP ЗАПИСЫВАЕТСЯ

C     КОЛИЧЕСТВО ОСУЩЕСТВЛЕННЫХ ИТЕРАЦИЙ. 

C N   - КОЛИЧЕСТВО УРАВНЕНИЙ В 

C      СИСТЕМЕ (= КОЛИЧЕСТВУ НЕИЗВЕСТНЫХ).

C NDIM - МАКСИМАЛЬНАЯ ДЛИНА ВЕКТОРА (НЕ МЕНЕЕ 2*N)

C X   - ВЕКТОР, В ПЕРВЫЕ N КОМПОНЕНТОВ КОТОРОГО

C       ЗАПИСЫВАЮТ НАЧАЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ К

C      СООТВЕТСТВУЮЩИМ НЕИЗВЕСТНЫМ.

 EXTERNAL F

 DIMENSION A(NDIM,NDIM),B(NDIM),FX(NDIM),H(NDIM)

 DIMENSION IPVT(NDIM),X(NDIM),X1(NDIM)

 REAL ABSSUM, FMH, FPH, HF

 INTEGER I, IFLAG, ITER, J, K

 IFLAG=1

 K=20

 ITER=0

16 IF(ITER.LT.K) GO TO 30

 IF(IFLP.EQ.1) PRINT 20,K

20 FORMAT(3X,’MAX. ITERATIONS’,I4,’ARE EXCEEDED’)

 GOTO 250

30 ITER=ITER+1

 ABSSUM=0.0

 DO 50 I=1,N

 FX(I)=F(I,NDIM,X)

 ABSSUM=ABSSUM+FX(I)*FX(I)

50 CONTINUE

 IF(ABSSUM.GE.EPS1) GO TO 63

 IFLAG=0

 GO TO 94

63 DO 75 I=1,N

 CALL FD(I,NDIM,X,F,HF)

 X1(I)=X(I)

75 H(I)=HF

C КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ ЯКОБИАН A(I,J)=DFI/DXJ

 DO 88 I=1,N

 DO 82 J=1,N

 X1(J)=X(J)+H(J)

 FPH=F(I,NDIM,X1)

 X1(J)=X(J)-H(J)

 FMH=F(I,NDIM,X1)

 A(I,J)=0.5*(FPH-FMH)/H(J)

 X1(J)=X(J)

82 CONTINUE

C ФОРМИРУЕМ ВЕКТОР ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ СЛАУ

 B(I)=-F(I,NDIM,X)

88 CONTINUE

 CALL MATDEC(N,NDIM,A,IPVT)

 CALL MATSOL(N,NDIM,A,IPVT,B,X)

 DO 91 I=1,N

91 X(I)=X1(I)+X(I)

94 IF(IFLP.NE.1) GO TO 238

 PRINT 97, ITER, ABSSUM

97 FORMAT(2X,’ITERATION =’,I3, ‘  SSR =’, E12.5)

 PRINT 98

98 FORMAT(6X,’ROOT     LEFT SIDE OF EQUATION’)

 DO 100 I=1,N

 PRINT 200, X(I), FX(I)

100 CONTINUE

200 FORMAT(4X, E12.5, 1H, E12.5)

 PRINT 225

225 FORMAT(2X,’ ‘)

238 IF(IFLAG.EQ.1) GO TO 16

250 IFLP=ITER

 RETURN

 END

 REAL FUNCTION F(I,NDIM,X)

C ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ, В КОТОРОЙ ЗАДАНЫ

С ЛЕВЫЕ ЧАСТИ УРАВНЕНИЙ СИСТЕМЫ

 DIMENSION X(NDIM)

C *******************************************

C СЛЕДУЮЩИЕ ДАННЫЕ ЗАДАЮТСЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ.

 REAL AL,EM,K,KM,KX,MM,MUM,RG,Y,YPX

 DATA AL, EM, K /.0012, .065, .087/

 DATA KM, KX, MM /8.,5.7, 1.3/

 DATA MUM,RG,Y,YPX/.14,.2,0.69,0.34/

 GO TO (300, 310, 320) I

300 F=MUM*(1-EXP(-K*X(1)))*X(2)/Y

 F=RG-F-MM*X(1)*X(2)/(X(1)+KM)

 GO TO 330

310 F=MUM*(1-EXP(-K*X(1)))

 F=F-EM*X(3)/(X(2)+KX)

 GO TO 330

320 F=YPX*X(2)*EM/(X(2)+KX)-AL

C КОНЕЦ БЛОКА ДАННЫХ, ЗАДАВАЕМЫХ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ

C *******************************************

330 RETURN

 END

 SUBROUTINE MACHEP(EPS)

C ВЫЧИСЛЕНИЕ МАШИННОЙ ТОЧНОСТИ (EPS)

 REAL EPS, TOL1

 EPS=1.0

1000 EPS=EPS/2.0

 TOL1=1.0+EPS

 IF(TOL1 .GT. 1.0) GO TO 1000 

 RETURN

 END

 SUBROUTINE FD(I,NDIM,X,F,HF)

C АВТОМАТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ КОНЕЧНО-

C РАЗНОСТНОГО ИНТЕРВАЛА (HF) ДЛЯ

C АППРОКСИМАЦИИ 1-ОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

C

C ПОДПРОГРАММА РЕАЛИЗУЕТ ФОРМУЛУ (8.47) ИЗ

C КНИГИ ГИЛЛ И ДР., 1985, С. 457

 DIMENSION X(NDIM)

 REAL F,HF

 REAL EA,NU,W

 CALL MACHEP(EA)

 NU=1.0

 W=1.0

 HF=20*(NU+ABS(X(I)))

 HF=HF*SQRT(EA/(W+ABS(F(I,NDIM,X))))

 RETURN

 END
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Таблица П3. Вспомогательные подпрограммы линейной алгебры

Подпрограмма, осуществляющая 
LU-разложение матрицы А

Подпрограмма, решающая систему линейных 
алгебраических уравнений с матрицей А, 

обработанной MATDEC
 SUBROUTINE MATDEC(N,NDIM,A,IROW)
C    ЭТА ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ ПРИВЕДЕНА В КНИГЕ C ПОЛАК 

И ДР., 1984, С. 251-252.
 INTEGER NDIM, N
 REAL A(NDIM,N),BIG,FACT,PIVOT,SIZE
 INTEGER I,I11,IPIV,IR,IROW(N)
 INTEGER J,JR,K,L,N11,NR
 IF(N.GT.1) GO TO 1
 A(1,1)=1.0/A(1,1)
 IROW(1)=1
 RETURN

1 DO 2 I=1,N
2 IROW(I)=I
 N11=N-1
 DO 7 I=1,N11
 BIG=0.0
 DO 3 J=I,N
 JR=IROW(J)
 SIZE=ABS(A(JR,I))
 IF(SIZE.LE.BIG) GO TO 3
 BIG=SIZE
 IPIV=J
3 CONTINUE
 IF(IPIV.EQ.I) GO TO 4
 L=IROW(I)
 IROW(I)=IROW(IPIV)
 IROW(IPIV)=L
4 IR=IROW(I)
 PIVOT=1.0/A(IR,I)
 A(IR,I)=PIVOT
 I11=I+1
 DO 6 J=I11,N
 JR=IROW(J)
 FACT=PIVOT*A(JR,I)
 A(JR,I)=FACT
 DO 5 K=I11,N
5 A(JR,K)=A(JR,K)-FACT*A(IR,K)
6 CONTINUE
7 CONTINUE
 NR=IROW(N)
 A(NR,N)=1.0/A(NR,N)
 RETURN
 END

 SUBROUTINE MATSOL(N,NDIM,A,IROW,Y,X)
C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C N    - КОЛИЧЕСТВО УРАВНЕНИЙ В СИСТЕМЕ
C NDIM - МАКСИМАЛЬНАЯ ДЛИНА ВЕКТОРА (НЕ МЕНЕЕ 2*N)
C A    - МАТРИЦА СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ, ОБРАБОТАННАЯ
C       ПОДПРОГРАММОЙ MATDEC (Т.Е. НА ВХОД
C        MATSOL ПОДАЕТСЯ А В ТОМ ВИДЕ, В КОТОРОМ
C        ЕЕ ВЫДАЕТ MATSOL)
C IROW  – ВЕКТОР ПЕРЕСТАНОВОК, ВЫДАВАЕМЫЙ MATSOL
C Y    - ВЕКТОР ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
C
C ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C X - ВЕКТОР РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
C
C    ЭТА ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ ПРИВЕДЕНА В КНИГЕ
C ПОЛАК И ДР., 1984, С. 251-252.
 INTEGER N,NDIM
 INTEGER I,I10,IR,IROW(N),J,J11,JR,K
 REAL A(NDIM,N),S,X(N),Y(N)
 IF(N.GT.1) GO TO 8
 X(1)=(1)*A(1,1)
 RETURN
8 IR=IROW(1)
 X(1)=Y(IR)
 DO 10 I=2,N
 IR=IROW(I)
 S=Y(IR)
 I10=I-1
 DO 9 K=1,I10
9 S=S-A(IR,K)*X(K)
10 X(I)=S
 X(N)=X(N)*A(IR,N)
 DO 12 I=2,N
 J=N-I+1
 JR=IROW(J)
 S=X(J)
 J11=J+1
 DO 11 K=J11,N
11 S=S-A(JR,K)*X(K)
12 X(J)=S*A(JR,J)
 RETURN
 END

Примечание издателей: у автора в приведенном выше литстинге в строках комментариев русские слова 
были написаны английскими буквами; для удобства читателей мы дали комментарии по-русски.
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