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тельными, часто бессмысленными, а иногда и 
просто неверными работами ту почву, на кото-
рой гении произросли. Поэтому и их деятель-
ность важна  — без них никаких новаторов не 
было бы.

с.н.с. каф. физики и мелиорации почв,
 к.б.н. Глаголев М.В.

ОТЗЫВ НАУЧНОГО РУКОВОДИТЕЛЯ 
О РАБОТЕ А.И. ЧУРКИНОЙ

В тяжелых экспедиционных условиях 
тайги Западной Сибири, собирая экспери-
ментальный материал для защищаемой 
ныне бакалаврской квалификационной ра-
боты, Чуркина А.И. работала не покладая 
рук. Причем, не только в рамках предусмо-
тренной учебным планом производственной 
практики после 3-го курса, но и в течение 
предыдущего сезона  — после 2-го курса во 
время своих каникул. Более того, следует 
подчеркнуть, что во время производственной 
практики она исполняла обязанности началь-
ника экспедиции, более или менее успешно 
справляясь с набранным ею разношерстным 
контингентом работников. 

Дальнейшая обработка полученных данных и 
написание текста показали, что Анна Игоревна 
выросла за это время в крупного молодого уче-
ного. Текст и расчеты защищаемой ею рабо-
ты выполнены самостоятельно. Более того, 
чтобы получить оценку своей работы, так ска-

зать, «по гамбургскому счету», Анна опубликова-
ла эти материалы в виде статьи в уважаемом на-
учном издании «IOP Conference Series: Earth and 
Environmental Science» (V. 138, статья № 012002, 
doi: 10.1088/1755-1315/138/1/012002). Не лиш-
не будет отметить, что это издание индекси-
руется в SCOPUS и Web of Science. На моей 
памяти  — это первый случай, когда студентка 
уже к середине 4-го курса смогла опубликовать 
(в  качестве первого автора!) статью в научном 
издании такого уровня.

По поводу собственно научного содержания 
защищаемой работы и ее соответствия тре-
бованиям, предъявляемым к бакалаврским 
квалификационным работам, вероятно, под-
робно выскажется Рецензент в своем отзыве, 
а я лишь могу обратить внимание членов 
ГЭК, что поднятая А.И.  Чуркиной тема 
(эмиссия метана в атмосферу через дре-
весную растительность — с обходом по-
чвенного метанотрофного фильтра), нахо-
дится на острие современной науки; и мне 
не известно ни одного исследования на эту 
тему, выполненного в России (а вообще ра-
боты, выполненные по этой теме где-либо 
в мире, пожалуй, можно пересчитать по 
пальцам). Не об этом ли провидчески гово-
рил т.  Сталин (17  мая  1938  г.): «Бывает и так, 
что новые пути науки… прокладывают иногда 
не общеизвестные в науке, а совершенно не-
известные в научном мире… простые люди…»?

с.н.с. каф. физики и мелиорации почв,
к.б.н. Глаголев М.В.

ПРИЛОЖЕНИЕ 3. Стихотворение д.б.н. В.Г. Арзуманян1, посвященное МВ

1 На момент написания данного стихотворения  — к.б.н.
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This work is a report «Mathematical modeling of the growth of microorganisms», written at the suggestion 

of the teacher of mathematics L.S. Akinfieva in 1982, when the author was a school-boy of the 10th grade of a 

specialized (with in-depth study of biology) school No. 11 in Moscow. All students of this class were asked to write 

reports (as a «gift for the 60th anniversary of the USSR») within the framework of the general theme «Mathematics 

in my future profession».

The report contains the basic equations of the kinetics of growth and dying of microorganisms, as well as their 

consumption of a nutrient substrate (Malthus, Monod’s equations, Herbert’s model). In addition to the equations 

of microbiological kinetics themselves, some methods of obtaining their approximate solutions in the form of 

elementary functions (without using numerical methods) are demonstrated.

Keywords: biological kinetics, microbiological kinetics, kinetics of microbial growth.

Данная работа представляет собой доклад1 «Математическое моделирование роста микроорганизмов», 

написанный по предложению преподавателя математики Л.С.  Акинфиевой в 1982  г. в бытность автора 

учеником 10-го класса специализированной (с углубленным изучением биологии) школы №11 г. Москвы. 

Всем учащимся данного класса было предложено написать доклады (в качестве «подарка к 60-летию 

СССР») в рамках общей темы «Математика в моей будущей профессии».

1 Окончательный вариант доклада представлял собой общую тетрадь (48 листов) и был передан автором 
в 1985 г. О.В. Готовой, в связи с чем оказался после этого недоступен. Публикуемый ныне текст восста-
новлен нами по сохранившимся наброскам и черновикам (здесь же заметим, что в связи с вышесказанным 
одному из издателей пришлось собственоручно переделать все рисунки, используя современные технические 
средства, ибо в указанных черновиках рисунки были выполнены наскоро от руки). Поскольку, во-первых, 
объем черновиков был весьма значительным и, во-вторых, нам не известно в точности  — что же из них 
вошло в окончательный вариант доклада, перед нами встал вопрос об отборе материала для данной краткой 
публикации. Мы решили опубликовать ряд вполне завершенных теоретических построений, имеющих, 
как нам показалось, не только исторический, но и некоторый научный (или, по крайней мере, педаго-
гический) интерес даже в настоящее время. При этом ссылки и список литературы были оформлена 
нами по правилам данного журнала (в исходном тексте ссылки были только на отечественные и пере-
водные издания). Из числа не вошедших в настоящую публикацию разделов отметим два: классическую 
стационарную теорию хемостата, полностью переписанную автором из [Pirt, 1975]; и несколько наивные 
попытки построения нестационарной теории хемостата. Кроме того, из текста были безжалостно изъяты 
(к  счастью, немногочисленные) ритуальные камлания, типа такого (автор разместил его после того, как 
вывел формулу вычисления концентрации субстрата s1, свыше которой можно применять модель мальтузи-
анского рост): “Если один и тот же вычислительный процесс приходится применять многократно, то для 
всего этого процесса целесообразно выбрать особый символ, обозначающий, как говорит Маркс, «страта-
гему действий», его образующих. Почему, однако, так целесообразно вводить при этом новый символ (s1)? 
Ответ Маркса состоит в том, что это дает нам возможность не выполнять всякий раз заново весь нужный 
процесс, а пользуясь тем, что мы уже умеем выполнять его в некоторых случаях, сводить выполнение его 
в более сложных случаях к выполнению в этих простых [Яновская, 1968, с. 10]”. Относительно же фило-
софского Введения (сколь обширного, столь и бессмысленного) мы долго колебались: включать его или 
элиминировать. В конце концов решено было его оставить, во-первых, чтобы на читателя пахнуло, так 
сказать, духом времени. И (главное!), во-вторых, чтобы читатель мог явственно осознать какой опасности 
избежал Михаил Владимирович в период становления своей личности  — в какого махрового демагога он 
мог бы превратиться, если бы вовремя не порвал с гибельным (для любого серьезного ученого) увлечением 
философскими мудрствованиями, тем более, ограниченными лишь рамками бесплодного марксизма-ле-
нинизма.  — Примечание издателей
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В докладе приводятся основные уравнения кинетики роста и отмирания микроорганизмов, а также 

потребления ими питательного субстрата (уравнения Мальтуса, Моно, модель Герберта). Кроме самих 

уравнений микробиологической кинетики продемонстрированы некоторые способы получения их при-

ближенных решений в виде явных функций (без использования численных методов).

Ключевые слова: биологическая кинетика, микробиологическая кинетика, кинетика роста микробов.

Трудно себе представить в нашей стране человека, который, 

правильно взявшись за разматывание клубка… 

закономерностей развития… организма, не жаждал бы 

повышения своих знаний в этой области.

Акад.  Т.Д.  Лысенко [1948, c.  229]

ВВЕДЕНИЕ 

Математика и биология

Президент АН СССР, акад. Вавилов [1948а, 
с.  22] установил, что «на Западе выросло за-
мечательное новое естествознание». Что же это 
за естествознание? В чем его новизна? Чем оно 
характеризуется?

Характерной чертой науки второй половины 
ХХ в. является количественный подход к изуче-
нию сложных динамических систем. Такие си-
стемы широко распространены в окружающем 
нас мире. Примерами таких систем в естествоз-
нании могут быть, среди прочих, живые орга-
низмы, их популяции, биоценозы, экосистемы 
(биогеоценозы) и т.д. [Гильманов,  1978,  с.  3]. 
А раз в биологию проникло число и мера, то 
это неизбежно должно было привлечь внимание 
специалистов в этой области  — математиков. 
И таким образом, возникновение количествен-
ного подхода в биологии неизбежно должно 
было привести к широкому проникновению 
математики в эту науку. Но нужна ли матема-
тика в биологии или в отдельных ее отраслях, 
например  — в микробиологии? 

Еще в древности (почти 30 лет назад!), го-
воря о проблемах биологии, Дж. Бернал в разд. 
«Будущее биологии» своей выдающейся книги 
[Bernal, 1954], предрекал, что они будут решены 
с привлечением теоретических и прикладных 
средств математики: «Новые концепции… и 
применение статистической теории в сочетании 
с электронными вычислительными машинами 
могут помочь нам в анализе их…, начиная с 
внутреннего строения вирусов и кончая пове-
дением животных сообществ». 

Но почему же это действительно замечатель-
ное новое математическое естествознание вы-
росло только на Западе, а не в СССР? Ответ 
хорошо известен. 

Длившееся несколько веков иго монголов-
кочевников, которого не пережила Западная 
Европа, затем затянувшееся по сравнению с 
другими странами Европы господство феодаль-
но-крепостнического строя, наконец, сохране-

ние вплоть до начала ХХ в. пережитков феода-
лизма привело к отсталости России. Отсталость, 
тупость и деспотизм царских властей мешали 
раскрытию способностей и талантов, таившихся 
в народе, тормозили развитие науки. Царское 
самодержавие подавляло все прогрессивное 
в  науке и культуре. Каждый шаг вперед в 
этих условиях достигался огромными усилиями 
[Микулинский, 1977, с. 3–4]. Но, по большому 
счету, для нас не столь важно кто виноват в сло-
жившемся положении дел. Виновные — царские 
министры-капиталисты  — давно уже понесли 
зслуженное наказание за это и все другие свои 
преступления. Главный же вопрос: теперь-то 
что делать? И здесь ответ хорошо известен: 
учиться, учиться и учиться, как завещал вели-
кий Ленин, как учит Коммунистическая Партия. 
А  кроме этого: работать, работать и работать!

Великая Октябрьская социалистическая 
революция открыла новую эпоху в развитии 
русской науки. Она разбила тяжелые цепи ца-
ризма, сковывавшие материальную и духовную 
культуру нашей страны. Она вырвала науку из 
рук реакционных господствующих классов цар-
ской России, всячески старавшихся поставить 
ее в зависимость от капиталистической куль-
туры зарубежных стран [Вавилов, 1948а, с. 58]. 
Торжество идей ленинизма, создание Советского 
государства, развивающегося на основе самой 
передовой теории, поставили нашу науку в со-
вершенно новые условия и открыли перед ней 
широчайшие, ничем не ограниченные перспек-
тивы развития. Для русской науки открылась 
новая эпоха. Наука в нашей Социалистической 
стране стала предметом постоянного внимания 
и заботы государства. Неизмеримо возросло 
ее материальное оснащение и людские кадры. 
Перед ней стоят великие задачи обогащать 
и развивать культуру социалистического обще-
ства, укреплять его технико-экономическую ос-
нову [Вавилов,  1948].

Уже к 30-летней годовщине Великого 
Октября наша наука стала большой, силь-
ной, разнообразной, со своим особенным ли-
цом, отличающим ее от науки других стран 
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[Вавилов,  1948а, с.  55]. В чем же это отличие? 
На мой взгляд, одна из отличительных черт  — 
динамический подход, рассмотрение процессов 
в их динамике, развитии. В доказательство этого 
приведу несколько примеров из разных сфер 
науки  — из области генетики, теоретической 
физики и общественных наук:
•  Президент Всесоюзной академии сель-

скохозяйственных наук им. В.И.  Ленина 
акад.  Т.Д. Лысенко [1948,  c. 612,  614-615] 
писал: «Наследственное вещество наделя-
ется Вейсманом свойством непрерывного 
существования, не знающего развития… 
Социалистическое сельское хозяйство, кол-
хозно-совхозный строй породили принци-
пиально новую… мичуринскую, советскую, 
биологическую науку… Мы, представите-
ли советского мичуринского направления, 
утверждаем, что наследование свойств, 
приобретаемых растениями и животными 
в  процессе их развития, возможно и не-
обходимо».

•  В своей работе 1917  г. «Вопросы космо-
логии и общая теория относительности» 
Эйнштейн написал космологическое ре-
лятивистское уравнение и дал его ста-
ционарное решение. Представитель со-
ветской теоретической физики Александр 
Александрович Фридман в работе 1922  г., 
анализируя уравнение Эйнштейна, пока-
зал, что существуют не только стацио-
нарные решения, но и нестационарные. 
Эйнштейн вынужден был признать свою 
ошибку [Кудрявцев, 1982, c. 376-377].

•  В орбите так называемой «западной циви-
изации», т.е. в капиталистических странах 
по обе стороны Атлантического океана к 
общественным наукам взывают лишь там, 
где они должны оправдать существующий 
строй либо прямо  — указывая на гармо-
ничность, присущую данной общественной 
системе, либо косвенно — указывая как на 
невозможность, так и на безнравствен-
ность любой попытки преобразовать эту 
систему. Тем временем, в Советском Союзе 
возник новый тип общественной науки. Это 
наука, с помощью которой сами люди из-
меняют свои общественные отношения 
вместе со своей материальной средой и в то 
же время вскрывают принципы и механику 
действия общества [Bernal,  1954].
Можно было бы привести еще множество 

аналогичных примеров, но, к сожалению, 
сколько бы их не приводилось, критиканы 
всегда могут сказать, что этого недостаточно. 
Поэтому важнее вскрыть глубинную причину, 
одним махом объясняющую указанную особен-
ность советской науки. Эта причина, по моему 

мнению, заключается в том, что философской 
и методологической базой советской науки яв-
ляется диалектический материализм.

Краеугольный камень диалектического ма-
териализма  — учение о материальной природе 
мира, о том, что в мире нет ничего кроме ма-
терии и законов ее движения и изменения. 
Природа развивается, достигая высших сво-
их форм, включая жизнь и мыслящую мате-
рию, по причинам, заложенным в ее законах. 
Разработанная диалектическим материализ-
мом теория развития указывает те общие 
законы, благодаря которым осуществляют-
ся процессы движения и изменения материи 
[Фролов,  1980,  с.  97].

В математике соотношения между из-
менениями физических величин позволяют 
выразить дифференциальные уравнения 
[Korn  and  Korn,  1961]. И именно по теории 
дифференциальных уравнений очень многое, 
притом практически важное, достигнуто совет-
скими аналитиками (хотя русская математика 
с начала XIX  в. заняла одно из первых мест в 
мировой науке, но никогда не достигала она 
такой широты, разнообразия и глубины, как за 
советские годы) [Вавилов,  1948а,  с.  47].

Поскольку в будущем я предполагаю избрать 
своей профессией микробиологию, то, в свете 
всего вышесказанного, становится очевидным, 
почему я ставлю перед собой в данной работе 
задачу моделировании динамики микробного 
роста, причем моделирования, главным обра-
зом, с использованием аппарата дифференци-
альных уравнений. Но по силам ли школьнику 
подобная задача? Пока не знаю. Однако, как 
всегда в сложных ситуациях, для получения от-
вета следует обратиться к кому-либо из клас-
сиков марксизма-ленинизма. В данном случае, 
источник оптимизма можно найти в известных 
словах Маркса. 

В письме к Энгельсу от 11 января 1858  г. 
Маркс писал1: «При разработке основ… меня 
так чертовски задерживают ошибки в подсче-
тах, что с отчаяния я снова засел за быстрое 
прохождение алгебры. Арифметика никогда не 
давалась мне. Но окольным алгебраическим пу-
тем я скоро опять возьму правильный прицел» 
[Яновская, 1968, с. 4]. Вот! Маркс учит нас, что 
можно познать алгебру, имея слабые познания 
в арифметике!!! Но тогда, по аналогии, пред-
положу, что можно освоить дифференциальные 
уравнения микробиологической кинетики, имея 
пока еще слабые познания в более простых раз-
делах математики!

1 К. Маркс и Ф. Энгельс, Соч., т. 29, с. 210.– 
Цит. по [Яновская, 1968, с. 4].
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Марксизм и вопросы 
математического анализа

Поскольку я собираюсь описывать рост 
микроорганизмов в терминах дифференциаль-
ных уравнений, то при выводе этих уравнений 
неизбежно придется оперировать с бесконеч-
но малыми величинами. И тут важно учесть, 
что при работе с этими величинами марксизм 
(непосредственно устами классиков!) призывает 
нас к сугубой осторожности, ибо здесь возмож-
ны существенные методологические ошибки. 
Маркс [1968,  c.  159] учит, что «…хотя в х + Δх 
Δх … является столь же неопределенной, как 
и сама неопределенная переменная х, тем не 
менее Δх определена как отличная от х особая 
величина, как плод рядом со своей матерью до 
того, как та забеременела».

Очень образно осветил это положение ве-
щей в своем «Анти-Дюринге» Энгельс: «Когда 
в математику были введены переменные вели-
чины и когда их изменяемость была распро-
странена до бесконечно малого и бесконечно 
большого, — тогда и математика, вообще столь 
строго нравственная, совершила грехопадение: 
она вкусила от яблока познания и это открыло 
ей путь к гигантским успехам, но вместе с тем 
и к заблуждениям» [Яновская,  1968,  с.  6]. Из 
этих слов Энгельса может показаться, что слож-
ность заключена именно в бесконечной малости 
бесконечно малого и бесконечности бесконечно 
большого. Но Маркс учит нас, что подлинная 
сложность и подлинная тайна состоят несколь-
ко в другом.

Что такое «переменная величина»? Известный 
английский философ Б. Рассел говорит по это-
му поводу, что «это, конечно, одно из самых 
трудных для понимания понятий». Для выяс-
нения понятий переменной величины — иначе 
говоря, функции — рукописи Маркса и сейчас 
представляют существенный интерес. Маркс 
прямо ставит в них вопрос о смысле понятия 
функции от «х», и специально останавливается 
на том, как следует отображать в математике 
изменение переменных, в чем состоит диалек-
тика этого изменения [Яновская,  1968,  с.  12].

А подлинная тайна дифференциального ис-
числения состоит, по Марксу, в том, что для 
определения значения производной функции 
в точке х (в которой производная существует) 
нужно не только выйти в окрестность этой 
точки, в отличную от х точку х1, и образовать 
отношение разностей, но и вернуться затем 
обратно в ту же точку х; однако вернуться не 
непосредственно, а некоторым особым образом 
[Яновская, 1968, с. 13]. Осознавали ли эту тайну 
формальные математики прошлого (или хотя бы 
осознают ли ее столь же формальные математи-

ки современности)? С сожалением приходится 
признать, что в математической литературе  — 
например, в [Пискунов,  1961; Мышкис,  1964; 
Korn and  Korn,  1961; Дюбюк  и  др., 1965; 
Гильдерман, 1974; Смирнов,  1974; von  Kamke, 
1942] мне не удалось найти никакого упоми-
нания о ней (честно говоря, пытаясь за по-
следние полтора года освоить высшую мате-
матику1, систематически я проработал только 
[Мышкис, 1964; Дюбюк и др., 1965], а в осталь-
ных перечисленных книгах лишь сейчас — в по-
исках упоминания тайны дифференциального 
исчисления — просмотрел разделы, относящие-
ся к производной и дифференцированию). Даже 
правильнее было бы сказать, что приходится 
признать не «с сожалением», а «с содраганием». 
Ибо сами собой вспоминаются горькие слова 
Энгельса: «Девственное состояние абсолютной 
значимости, неопровержимой доказанности 
всего математического навсегда ушло в про-
шлое; наступила эра разногласий, и мы дошли 
до того, что большинство людей дифференци-
рует и интегрирует не потому, что они пони-
мают, что они делают, а просто потому, что 
верят в это, так как до сих пор результат всегда 
получался правильный»2. Так не опасно ли нам 
следовать за такими людьми? Можно ли ис-
пользовать формально-математические методы 
дифференцирования и интегрирования, кото-
рые, согласно великому Энгельсу, оказывается, 
основаны не на доказательствах и понимании, 
а всего лишь на вере? Но если будет нельзя им 
следовать, то — как же решить дифференциаль-
ные уравнения микробного роста? К счастью, 
марксизм указывает нам единственно верный 
путь в этих дебрях.

Яновская [1968,  с.  15] учит нас: «Было бы 
крайне несправедливо представлять себе точку 
зрения Маркса как состоящую в отвержении 
всех методов, применяемых в дифференциаль-
ном исчислении. Если эти методы оказываются 
успешными, Маркс ставил перед собой задачу 
объяснить секрет их успеха. И после того, как 
это удается ему, Маркс считает переход к этому 
методу не только вполне оправданным, но и 
целесообразным». Конечно, в своих математи-
ческих занятиях Маркс [1968] не мог тратить 
время на проверку вообще всех методов матема-
тического анализа и объяснение секретов успеха 
(а, следовательно, и допустимости применения) 
их всех. Но, анализируя сейчас те методы, ко-
торые Маркс счел нужным изучить, мы ясно 

1 Как известно, к занятиям по учебному посо-
бию Мышкиса и задачнику Дюбюка МВ приступил 
весной 1981 г.  — Примечание издателей.

2 Соч., т. 20, стр. 88-89.  — Цит. по [Яновская, 
1968, с. 6].
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видим, что в каждом случае Марксу удалось 
с гениальной ясностью объяснить их успех и, 
тем самым, санкционировать оправданность и 
целесообразность их применения. Казалось бы, 
с формально-логической точки зрения, отсюда 
мы не можем сделать вывод, о том, что так 
было бы всегда. Т.е. из того, что Маркс посчи-
тал оправданным применение всех изученных 
им методов, мы, казалось бы, не можем сде-
лать вывод о целесообразности применения всех 
математических методов вообще. Это довольно 
тонкий вопрос. Давайте разберемся подробнее.

Общеизвестно, что Маркс — основатель на-
учного коммунизма, диалектического и истори-
ческого материализма а также научной поли-
тической экономии [Фролов, 1980, с. 197], что, 
безусловно, свидетельствует о его гениальности, 
ибо гениальность (см., определение, например, 
в [Прохоров,  1979]) связана с созданием каче-
ственно новых, уникальных творений, открыти-
ем ранее неизведанных путей творчества. Итак, 
первое положение, которое нам понадобится, 
заключается в том, чо Маркс  — гений. Теперь 
перейдем ко второму положению, для чего 
внимательно еще раз вчитаемся в слова проф. 
С.А. Яновской: «Если эти методы оказыва-
ются успешными, Маркс ставил перед собой 
задачу объяснить секрет их успеха». Таким об-
разом, второе наше положение состоит в том, 
что речь идет не о любых методах дифферен-
циального исчисления, а лишь о тех, которые 
уже продемонстрировали себя как успешные. 
Зададимся вопросом: мог ли Маркс, поставив 
перед собой задачу объяснения секрета успеха 
этих методов, не решить данную задачу? Ответ 
очевиден из первого положения: не мог, ибо 
был гением. Кстати, то, как проф.  Яновская 
строит свое утверждение, показывает, что и для 
нее этот ответ был очевиден. Ведь она не пишет 
«если это удается ему» (что предполагало бы 
альтернативу — неудачу), а пишет «после того, 
как это удается ему», т.е. альтернатива даже не 
подразумевается, ибо (раньше или позже) уда-
ется всегда. Но что изменилось, если бы Маркс 
успел проанализировать все успешные методы? 
Он перестал бы быть гением? Понятно, что  — 
нет. А раз — нет, то очевидно, что каждый раз, 
ставя перед собой задачу объяснения секрета 
успеха рассматриваемого метода, Маркс каждый 
раз со свойственной ему гениальностью решал 
бы эту задачу и, соответственно, каждый раз 
считал бы переход к этому методу оправданным 
и целесообразным. Таким образом, доказано, 
что применение любого метода, успешно ис-
пользуемого в дифференциальном исчислении, 
может считаться вполне оправданным и целесо-
образным, независимо от того, успел ли Маркс 
действительно проанализировать его или не стал 

тратить время на данный конкретный метод. 
Следовательно, можно считать, что примене-
ние любого успешного метода санкционировано 
марксизмом, а, значит, мы можем применять 
все такие методы.

Таково, вкратце, учение марксизма по во-
просам математического анализа и очевидные 
следствия из него. Именно на этом методологи-
ческом базисе в данной работе будет строиться 
аналитический подход к математическому мо-
делированию микробного роста.

ЗАКОН МАЛЬТУСА

Живая природа развивалась и развивается 
на основе строжайших, присущих ей законо-
мерностей [Лысенко,  1948,  c.  652]. Открытие, 
по-видимому, наиболее простой из них тради-
ционно связывается с именем Мальтуса.

Английский священник Т.  Мальтус (1766–
1834) сформулировал закон, согласно которому 
рост происходит в геометрической прогрессии 
[Фролов, 1980, c. 195], если, конечно, речь идет 
не о росте конкретного организма, а о росте по-
пуляции. В случае популяции бактерий из этого 
закона очень просто будет получить уравнение, 
являющееся одним из нескольких базовых урав-
нений микробиологической кинетики. 

Рассмотрим некоторое исходное количество 
бактериальных клеток. Это количество можно 
характеризовать напрямую  — числом клеток 
(nо), но понятно, что в экспериментальной 
практике удобнее будет характеризовать его 
суммарной массой клеток (хо), которую в 
первом приближении можно считать пропор-
циональной nо. На рис.  1 показана схема раз-
множения бактерий путем простого деления: 
если в начальный (нулевой) момент времени 
было всего лишь nо клеток, весивших, в сумме, 
хо мг, то спустя время генерации Δt (пусть для 
примера Δt = 1 час) мы будем иметь уже 2хо мг, 
а спустя еще час — 2(2хо) = 4хо мг. Подсчитаем 
скорость размножения бактерий.

В химии скорость выражается числом еди-
ниц массы одного из продуктов или реаген-
тов, которое образуется (или прореагирует) в 
единицу времени в единице объема системы 
[Walas,  1959]. Совершенно аналогично это 
определение можно применить и к биологи-
ческим системам, если биомассу рассматривать 
как продукт системы некоторых биохимических 
реакций (а так оно и есть). Итак, скорость 
роста биомассы выражается числом единиц 
ее массы, которое образуется в единицу вре-
мени в единице объема системы. Вернемся 
к нашему примеру. В первый час образовалось 
Δх1 = (2хо – хо) = хо мг биомассы, поэтому ско-
рость роста будет: Δх1/Δt = хо мг/час. В следую-
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щий час образовалось Δх2 = (4хо – 2хо) = 2хо мг 
биомассы, поэтому скорость роста будет: 
Δх2/Δt = 2хо  мг/час. В третий час образовалось 
Δх3 = (8хо – 4хо) = 4хо  мг биомассы, поэтому 
скорость роста будет: Δх3/Δt = 4хо мг/час и т.д. 
Как мы видим, скорость возрастает с течением 
времени. Но разделим каждую скорость на ис-
ходное количество биомассы, по которому дан-
ная скорость вычисляется. Какие же были ис-
ходные количества биомассы в каждом случае? 
В начале первого часа — хо, в начале второго — 
2хо, третьего — 4хо, поэтому: Δх1/Δt/хо = 1 час–1, 
Δх2/Δt/(2хо)  =  1  час–1, Δх3/Δt/(4хо)  =  1  час–1.

Скорость роста единицы биомассы (μ) назы-
вается удельной скоростью роста. Она измеря-
ется в единицах, обратных времени. Например, 
удельная скорость роста 0.1 час-1 эквивалентна 
скорости 10% в час [Pirt, 1975], соответственно, 
в нашем примере удельная скорость 1 час-1 оз-
начает прирост в течение часа 100% исходной 
биомассы. Не трудно заметить, что для рассмо-
тренной выше схемы размножения бактерий 
удельная скорость роста постоянна:

 Δх/Δt/х  =  μ = 1  час-1. (1)

Но в реальной популяции (культуре) бак-

терий размножение будет происходить не че-

рез дискретные промежутки времени, равные 

часу, а, фактически, непрерывно. Какая-то 

клетка разделилась только что, и в следующий 

раз ее потомки разделятся, действительно, че-

рез час. Но вот другая клетка разделилась не 

одновременно с ней, а чуть позднее, поэтому 

ее потомки разделятся не через час, а немного 

позднее, равно как и третья клетка разделилась 

немного раньше, и поэтому ее потомки раз-

делятся не через час, а раньше. Как же быть 

в этом случае? Какой промежуок Δt взять для 

расчетов? Очевидно, что при сколько-нибудь 

макроскопическом количестве микробов, прак-

тически в любой момент времени можно бу-

дет обнаружить делящуюся клетку, прием не 

одну. Следовательно, промежуток времени, 

когда деления не происходит, можно считать 

бесконечно малым (Δt → 0; Δх/Δt → dx/dt). Но 

тогда уравнение (1) превращается в дифферен-

циальное уравнение

 dx/dt = μ·x. (2)

Рис. 1. К выводу уравнения Мальтуса. Если бактерии размножаются простым делением (одна клетка 
при делении порождает две), то скорость роста с каждым удвоением увеличивается вдвое, а удельная 
скорость роста (т.е. отношение скорости к биомассе) остается постоянной.
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Если μ = const, то интегрирование уравнения 
(2) дает 

 ln(x) = ln(xо) + μ·t    =>    x = xо·eμ·t, (3)

где xо — биомасса в начальный момент време-
ни t  =  0. Рост, подчиняющийся этому закону, 
называется экспоненциальным, или логариф-
мическим ростом [Pirt,  1975].

Как писал Мальтус, «закон этот состоит в про-
являющемся во всех живых существах постоян-
ном стремлении размножаться быстрее, чем это 
допускается находящимся в их распоряжении 
количеством пищи»1. Действительно, согласно 
полученному уравнению, рост микробов ничем 
не ограничен, что, конечно, не может быть вер-
ным. Вполне естественно, что такое чрезмерное 
упрощение вызвало справедливую критику со-
ветских ученых (от сдержанной характеристики 
чл.-корр. АН  СССР  Фроловым  [1980, c.  195] 
мальтузианства как «антинаучной концепции», 
до эмоционального возгласа акад.  Лысенко 
[1948, c.  609] о «сумасбродной реакционной 
схеме Мальтуса»).

ЭКОНОМИЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ

Определение экономического 
коэффициента

Организмы и виды развиваются на осно-
ве природных, присущих им необходимостей 
[Лысенко,  1948,  c.  652]. Простейшей формой 
культуры является гомогенная суспензия орга-
низмов одного типа в водной среде, поддержи-
ваемая в постоянных физических условиях и 
содержащая минимальное число определенных 
компонентов. Для роста биомассы в культуре 
необходимы следующие условия [Pirt,  1975]:
•  жизнеспособность засева;
•  наличие источника энергии;
•  внесение пищевых добавок, содержащих все 

компоненты, необходимые для синтеза био-
массы;

•  отсутствие в среде ингибиторов, подавляю-
щих рост клеток;

•  поддержание в среде подходящих физико-
химических условий. 
Экономический коэффициент (или выход 

биомассы) определяется соотношением

 Y = –dx/ds, (4)

где x и s — соответственно концентрации био-
массы и субстрата во время роста в культуре. 
Знак «минус» вводится потому, что значения x 

1 Т. Мальтус. Опыт закона о народонаселении, 
1908 г. стр. 31.  — Цит. по [Лысенко, 1948, c. 609].

и s изменяются в разные стороны [Pirt,  1975]2. 
Например, если прирост биомассы микробов 
составил 1  г/л, то в среде произошла убыль, 
скажем, 2  г/л глюкозы (взятой в качестве пи-
тательного сбстрата), что, с формальной точки 
зрения, соответствует приросту концентрации 
глюкозы, равному –2  г/л. И если мы хотим 
оперировать с положительным экономическим 
коэффициентом, то неизбежно приходится ис-
пользовать «минус»: Y  = –1/(–2)  =  +0.5.

Из определения экономического коэффици-
ента (4) можно получить очевидное следствие, 
имеющее ясный биологический смысл. Найдем 
скорость изменения концентрации субстрата 
(ds/dt), для чего выразим из (4) ds и разделим 
на dt: -Y-1·dx/dt=ds/dt. Подставив сюда (2), по-
лучим

 ds/dt = –μ·x/Y. (4’)

Биологический смысл этого уравнения со-
стоит в том, что скорость потребления суб-
страта пропорциональна биомассе и удельной 
скорости ее роста. Действительно, чем больше 
организмов, тем больше им требуется пищи, 
поскольку каждый организм съедает некоторую 
порцию ее. И эта порция будет тем больше, 
чем быстрее данный организм растет. 

Экономический коэффициент выражает по-
требности организма в пище. В 1942  г. Monod 
впервые показал, что если внешние условия в 
бактериальной культуре поддерживаются по-
стоянными, то экономический коэффициент 
тоже будет постоянной, количественно вос-
производимой величиной. Интегрируя (4) при 
Y = const, получаем

 s = so – (x – xo)/Y. (5)

где xо и sо  — начальные концентрации, соот-
ветственно, биомассы и субстрата [Pirt,  1975].

Численное значение экономического 
коэффициента

Основным строительным материалом, не-
обходимым для синтеза бактериальных кле-
ток, является органический углерод. На синтез 
расходуется энергия, выделяемая при реакции 
окисления субстрата. Для примера рассчитаем 
значение Y, когда субстратом является глю-
коза, а клеточному веществу соответствует 

2 Экономический коэффициент использовал в 
1869 г. Ролэн (Raulin M.J.) для выражения пищевых 
потребностей грибов. Последующие исследователи-
микологи имели тенденцию называть экономиче-
ским коэффициентом величину 1/Y [Pirt, 1975]. Но, 
согласно И.Л. Работновой, в советской литературе 
термин «экономический коэффициент» относится 
именно к Y, поэтому я далее буду применять его 
только в этом смысле.
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эмпирическая формула С5Н7NO2. Окисление 
органического вещества (дыхание) соответ-
ствует реакции

С6Н12O6 + 6O2  →  6Н2O – ΔGо, 

где ΔGо  =  686  ккал. Если через МS обозначить 
относительную молекулярную массу субстрата 
(для глюкозы МS  =  180  г), то энергия, вы-
свобождающаяся при окислении 1  г субстрата 
будет равна ΔGо/МS  =  686/180  ≈  3.81  ккал/г 
[Вавилин  и  Васильев, 1978, с.  6–7]. В рас-
чете на 1 г углерода субстрата она составит 
686/(12·6)  ≈  9.53  ккал/гС.

С другой стороны, синтез клеточного веще-
ства соответствует обобщенной реакции:

(5/6)С6Н12O6 + NН3 → С5Н7NO2 + 3Н2O + ΔG,

где ΔG  =  120  ккал. Обозначим через М от-
носительную молекулярную массу клеточ-
ного вещества (М = 113 г), тогда энергия, 
необходимая для синтеза 1 г биомассы, со-
ставит ΔG/М = 120/113  ≈ 1.06  ккал/г [Вавилин 
и  Васильев, 1978, с.  6,  8], а в расчете на 1  г 
углерода биомассы: 120/(12·5)  ≈ 2  ккал/гС.

Вавилин  и Васильев [1978,  с.  8] указывают, 
что из 1  г глюкозы при наличии NН3 и O2 об-
разуется около 0.75  г клеточного вещества. Но 
правильнее было бы сказать, что такое коли-
чество могло бы образоваться, если бы вся 
глюкоза пошла бы на нужды конструктивного 
метаболизма. Действительно, в силу пропорции, 
вытекающей из последнего уравнения:

(5/6)MS г глюкозы дает M г клеточного вещества  
⇒

1 г глюкозы дает D г клеточного вещества

⇒ D = М/[(5/6)·МS]  = 113/[(5/6)·180]  ≈ 0.75  г

(если же проводить расчет по углероду, то, раз-
умеется, получится 1: 12·5/[{5/6}·12·6]  =  1). Но 
вся глюкоза не может идти на строительство 
клетки  — часть ее пойдет в энергетический 
метаболизм и даст энергию для этого строи-
тельства.

Пусть окисляется g граммов глюкозы, а 
(1 – g) граммов используется как строитель-
ный материал. Запишем следующее уравнение 
энергетического баланса:

η·3.81·g  =  0.75·(1 – g)·1.06,

где в левой части уравнения описывается эф-
фективная энергия, выделяемая при окислении 
гюкозы, а в правой  — энергия, требуемая для 
образования клеточного вещества. Известно, 
что гидролиз фосфорэфирной связи в молекуле 
АТФ сопровождается выделением ~ 9 ккал/моль 
свободной энергии, а при окислении 1 моле-
кулы глюкозы в клетке образуется 36 молекул 
АТФ. Отсюда эффективность преобразования 

энергии окисления глюкозы в полезную работу 
при синтезе биомассы

η = 36·9/ΔGо = 36·9/686  ≈ 0.4721.

Действительно, экспериментальные исследо-
вания показали, что эффективность преобразо-
вания энергии в бактериальной клетке может 
достигать 40-60% [Вавилин  и  Васильев, 1978, 
с.  7–8].

Итак, 

g  =  0.75·1.06/(η·3.81 + 0.75·1.06) ≈ 

≈ 0.75·1.06/(0.472·3.81 + 0.75·1.06) ≈ 0.307  г.2 

Это дает [Вавилин  и  Васильев,  1978,  с.  8]:
Y = 0.75·(1-0.307)/1 ≈ 0.52 г  клеточного ве-

щества на 1 г глюкозы3.
Здесь было использовано данное выше опре-

деление экономического коэффициента как от-
ношения прироста биомассы к потребленному 
ею субстрату (в данном случае мы рассматрива-
ли сколько биомассы вырастет на 1  г глюкозы 
с учетом того, что часть этой глюкозы пойдет 
на производство энергии для обеспечения роста 
биомассы). Если же переходить к «углеродному» 
экономическому коэффициенту, то надо просто 
учесть, что 0.52 г клеточного вещества содержит 
0.52·60/113 ≈ 0.276 гС. А 1 г глюкозы содержит 
6·12/180 = 0.4 гС. Следовательно, раз из 0.4 гС 
субстрата образовалось 0.276  гС биомассы, то 
Y = 0.276/0.4 = 0.69. И, кстати, такой экономи-
ческий коэффициент будет уже безразмерным, 
поскольку гС мы делили именно на гС. 

МОДЕЛИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КУЛЬТУРЫ

Простейшая модель периодической 
культуры

Как уже было сказано выше, рост биомассы 
в культуре будет продолжаться только до тех 
пор, пока, среди прочего, имеются в наличии 
как источник энергии, так и пищевые компо-
ненты, необходимые для синтеза биомассы. 
Следовательно, если их нет, то рост прекра-
щается. Этих утверждений вкупе с уравнениями 
(3) и (5) достаточно для того, чтобы записать 
простейшую модель микроорганизмов в пери-
одической культуре. Подставим (3) в (5):

 s = so – xо·(eμ·t – 1)/Y (5’)

и найдем такое значение времени (t’), при ко-
тором субстрат будет полностью исчерпан:

1 Вавилин и Васильев [1978, с. 7] ошибочно при-
водят здесь значение 0.48.

2 Вавилин и Васильев [1978, с. 8] ошибочно при-
водят здесь значение 0.24.

3 Вавилин и Васильев [1978, с. 8] ошибочно при-
водят здесь значение 0.523.
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s(t’) = 0 = so – xо·(eμ · t’ – 1)/Y    ⇒
⇒    t’ =  μ-1 · ln(Yso/xо + 1).

Очевидно, что если рост до момента t  =  t’ 
удовлетворял непрерывно возрастающей функ-
ции (3), то максимальная концентрация биомас-
сы (xm) будет соответствовать именно моменту 
t’. Уравнение (5) верно для любого момента вре-
мени. Рассмотрим его при t = t’, т.е. подставим в 
(5) x(t’) и s(t’). Но x(t’) = xm, а s(t’) = 0, поэтому

0 = so – (xm – xo)/Y   ⇒   xm = xo + Yso (6)

(биологический смысл последнего соотноше-
ния совершенно очевиден: максимально воз-
можное количество биомассы складывается из 
начальной биомассы и той, что вырастет из so г 
субстрата, если он будет использован с эффек-
тивностью, соответствующей экономическому 
коэффициенту Y).

Итак, до момента t’ рост биомассы будет 
иметь место (поскольку в среде имеется пита-
тельный субстрат, который можно использовать 
на нужды этого роста). И в первом приближении 
рост этот можно считать экспоненциальным. А 
после  — рост остановится. В математической 
записи простейшая модель периодической куль-
туры будет выглядеть так:
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Влияние концентрации субстрата 
на  скорость роста: уравнение Моно

Моно (Monod J.) в 1942 г. эмпирически уста-
новил, что выражение 

 μ = μm·s/(s + KS) (8)

(где μm и KS — соответственно максимальная 
удельная скорость роста и константа насыще-
ния) хорошо соответствует зависимости скоро-
сти роста бактерий от концентрации субстрата 
[Pirt,  1975]. Будем называть (8) в дальнейшем 
«функцией Моно».

Эта функция дополнила закон роста био-
массы (2) и соотношение между биомассой и 
субстратом (5) в модели, впервые предложенной 
Моно. Подставляя (8) и s, выраженное из (5), 
в (2), получим уравнение

dx/dt = μm(Yso – x + xo)·x/(Yso – x + xo + YKS),

которое может быть проинтегрировано методом 
разделения переменных [Pirt,  1975]:

{(1 + YKS/xm) ln(x/xo) – (YKS/xm) ln([xm – x]/[Yso])}/μm = t, (9)

где xm определяется формулой (6).
Из уравнения накопления биомассы в пе-

риодической культуре (9) невозможно выра-
зить концентрацию биомассы х как функцию 
времени t. Как же так? Ведь очевидно, что в 
каждый момент времени t концентрация био-
массы имеет некоторое значение х(t), следова-
тельно, функция х  =  х(t) существует! Все дело 

Рис. 2. Модель Моно периодической культуры.
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в том, что мы не можем выразить эту функ-
цию через конечное число уже известных нам 
из курса математики элементарных функций 
(например, sin, cos, ln, etc.) и арифметические 
(или шире  — алгебраические) операции над 
ними. В этой ситуации нет ничего страшного. 
Чтобы понять, как выглядит функция х(t), мы 
можем пойти в обратном направлении. Обычно 
чтобы построить график какой-либо функции 
х(t), берут ряд значений t и для них вычисляют 
соответствующие значения х, после чего име-
ют множество пар (t1,  х1), (t2,  х2), … (tn,  хn), 
представляющих собой координаты отдельных 
точек, по которым и строят график. Но, как 
уже было сказано, здесь мы так поступить не 
можем, поскольку не можем выразить х из (9) 
и поэтому, взяв какое-то значение t, не смо-
жем по нему вычислить соответствующее зна-
чение х. Так поступим же ноборот! Возьмем 
какое-нибудь значение х (но, конечно, лишь 
имеющее биологический смысл, т.е. х должно 
быть не меньше xo и не больше xm), подставим 
его в (9) и, таким образом, вычислим соответ-
ствующее ему значение t. Проделаем это для 
n различных значений х  — вот и получим n 
соответствующих им значений t. В результате 
мы будем иметь множество координат (t1,  х1), 
(t2, х2), … (tn, хn) точек, по которым и построим 
график. На рис. 2 именно так построен график 
для модели периодической культуры Моно при 
следующих значениях параметров и начальных 
условий: Y  =  0.69, KS =  8  мгС/л, xo =  1  мгС/л, 
so = 100 мгС/л, μm = 0.193 1/час (соответственно 
xm  =  1  +  0.69 · 100  =  70 мгС/л).

Впрочем, если в силу каких-то причин необ-
ходимо обязательно выразить х от t в виде явной 
функции, то можно сделать это приближенно. 
Существует множество приближенных методов 
решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Везде в дальнейшем будет исполь-
зоваться так называемый «метод упрощения» 
(подробнее о нем см., например, в [Мышкис, 
1964,  c.  446–447]).

Модель периодической культуры 
с  кусочно-линейной аппроксимацией 
формулы Моно

Если μ(s) имеет при s = 0 и s близких к 0 
производные всех порядков, то мы можем напи-
сать формулу разложения μ(s) в ряд Маклорена:

μ(s) = μ(0) + (s/1!)·dμ/ds|s=0 + … + (sn/n!)·dnμ/dsn|s=0 + …

Ряд Маклорена, в случае его сходимости, 
дает возможность приближенно вычислять 
функцию, заменяя ее конечным числом чле-
нов разложения. Чем меньше s, тем меньше 
членов можно брать в этом разложении. Если 
s весьма мало, то достаточно ограничиться 

только первыми двумя членами, отбросив 
все остальные. Пользуясь этими приближен-
ными формулами при s, близких к 0, можно 
значительно упрощать сложные выражения 
[Смирнов, 1974, c. 311, 327]. Конечно, подоб-
ные рассуждения зачастую не блещут строго-
стью (и иногда приводят к ошибкам); однако 
если они проводятся в соответствии со здра-
вым смыслом, то все же, и притом довольно 
часто, дают решение, которым можно поль-
зоваться на практике [Мышкис, 1964, c. 448]. 
В конкретном случае функции (8) имеем:
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 ⇒ μ(s) ≈ sμm/KS. (10)

Возвращаясь от этого приближения непо-
средственно к функции (8), нетрудно заметить 
(см. рис. 3; или можно вычислить lim  μ при 
s  →  ∞), что μ почти не отличается от μm при 
больших значениях s. Найдем абсциссу s* точки, 
в которой линейная аппроксимация (10) пере-
сечет горизонтальную линию μ = μm:

 s*·μm/KS  =  μm    ⇒    s* = KS. (11)

Следовательно, при малых значениях s (ле-
вее s*), можно аппроксимировать функцию 
μ(s) линейной функцией (10), а при боль-
ших  — константой μm:

 
m

m

/ при

при

,
( )

.

S S

S

s K s K
s

s K

�" '��" ( �
" )��

  (12)

Таким образом, на начальном участке роста 
периодической культуры (если s ≥ KS), мы мо-
жем описать динамику ее биомассы уравнением 
(3), а динамику субстрата — (5’), полагая в этих 
уравнениях μ = μm. Но этот этап будет продол-
жаться лишь до момента времени t*, который 
наступит тогда, когда s упадет до s*. Чтобы 
найти t*, подставим, согласно (11), KS в (5’):

KS = so – xо(eμm·t* – 1)/Y    ⇒
⇒   t* = μm

–1·ln(1 + [so – KS]·Y/xо).

Подставляя выражение для t* в (3), найдем, 
что биомасса возросла к этому моменту до

x* = xо· eхр(μmt*) = xо + (so – KS)Y.

После t =  t* концентрация субстрата стано-
вится уже столь малой (меньше KS), что нельзя 
считать, будто бы μ = μm, а нужно учитывать за-
висимость μ от s. Поскольку мы решили исполь-
зовать кусочно-линейную аппроксимацию (12), 
то (2) примет на участке t ≥  t* следующий вид:

 dx/dt = x·s·μm/KS. (13)
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Связь, аналогичную (5), можно опять полу-

чить из (4), но теперь уже для t  ≥  t*:

S

d d
*

S x

K x

Y s x� 	 
� �  => Y(s – KS) = –(x – x*) ⇒ 

⇒ s = KS – (x – x*)/Y ⇒ s = so – (x – xо)/Y.

Как видим, и для t  ≥  t* мы получили в точ-

ности (5), что совершенно неудивительно, по-

скольку (4) вводилось выше для любого t, а не 

только для t  <  t*.

Итак, подставим (5) в (13):

 dx/dt = x [so – (x – xo)/Y]· μm/KS. (14)

Перепишем правую часть этого уравнения в 

несколько ином виде: 

x[so – (x – xo)/Y] · μm/KS = x[so – x/Y + xo/Y] · μm/KS =

 = x[1 – x/(Yso + xo)]·(so + xo/Y)μm/KS. 

Учитывая (6) и обозначив r = (so + xo/Y) · μm/KS, 

получаем (14) в виде

dx/dt = r · x · (1 – x/x m).

Теперь совершенно очевидно, что ур.  (14) 

представляло собой одну из форм широко из-

вестного в литературе логистического уравне-

ния. С математической точки зрения оно яв-

ляется частным случаем уравнения Бернулли1 

[von  Kamke,  1942] и легко интегрируется2 

[Полуэктов  и  др., 1980, с.  111–112]. Решение 

(интеграл) данного уравнения есть, например, 

в [Федоров  и  Гильманов, 1980,  с.  189]3:

x = xm·x*/{x* + (xm – x*) · exp(–r · [t – t*])}.

1 Полуэктов и др. [1980, с. 112] отметили только 
это. Но мы-то видим, что оно одновременно может 
рассматриваться и как уравнение с разделяющимися 
переменными (ср. с [von Kamke, 1942]), а уравнения 
с разделяющимися переменными аналитически ин-
тегрируются еще легче, чем уравнения Бернулли!

2 При интегрировании мы учли, что (14) имеет 
место не на всем промежутке времени t ≥ 0, а толь-
ко при t ≥ t*; следовательно, начальным моментом 
времени для процесса, развивающегося в соответ-
ствии (14), будет не t = 0, а t = t*, и поэтому в каче-
стве начального условия было выбрано не значение 
x(0) = xo, а x(t*) = x*.

3 Несмотря на свое заявление о легкости инте-
грирования, Полуэктов и др. [1980, с. 112] не смог-
ли проинтегрировать данное уравнение правильно 
(возможно, поэтому-то процесс интегрирования и 
показался им легким: неправильно проинтегриро-
вать  — немудрено).

Рис. 3. Функция Моно и ее аппроксимации.
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Следовательно, динамика биомассы описы-
вается кусочной функцией
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где t*  =  μm
–1 · ln(1 + [so – KS]·Y/xо). При этом 

динамика концентрации субстрата описы-
вается уравнением (5), в которое вместо x 
нужно теперь подставлять x1, вычисленное 
по (15). Замечу, что приближение обозначено 
через x1(t), чтобы отличить эту функцию от 
x(t)  — истинного решения Моно, входящего 
в ур.  (9). На рис.  2 наряду с истинным ре-
шением (9) приведена и аппроксимация (15). 
Видно, что кусочная аппроксимация, вообще 
говоря, качественно соответствует истинному 
решению, но вот количественное соответствие 
наблюдается только при малых и больших 
значениях t. 

Модель периодической культуры 
с  улучшенной аппроксимацией 
формулы Моно

Чтобы улучшить приближенное решение 
можно пойти, по крайней мере одним из двух 
путей.

Во-первых, существуют формальные спо-
собы улучшения приближения, например, ме-
тод последовательных приближений Пикара-
Линделёфа, состоящий в том, что если для 
уравнения dx/dt = f(t, x) с начальным условием 
x(ξ) = xо известно некоторое приближенное ре-
шение xn(t), то следующее приближение xn+1(t) 
можно найти по формуле:

1 0  d( ) ( , ( )) ,
t

n nx t x f t x t t�
+

	 � �

причем последовательность x1(t), x2(t), … при 
n → ∞ сходится1 к интегральной кривой x(t), 
проходящей через точку (ξ,  xо). Существенно, 
что начальное приближение может быть про-
извольной функцией [von Kamke, 1942]. Таким 
образом, весьма привлекательным в этом методе 
является то, что можно получить сколь угод-
но хорошее приближение к решению, начав с 
любого (сколь угодно плохого!). А уж если мы 
начнем уточнять и без того неплохое прибли-
жение (15), то успех гарантирован! Но есть и 
небольшая ложка дегтя, которая, к сожалению, 
как ей и положено, испортит всю бочку меда 
Пикара-Линделёфа: очевидно, что для каждого 

1 Условие сходимости я рассматривать не буду, 
поскольку все равно дальше этот метод не исполь-
зую.

следующего приближения придется вычислять 
интегралы все более сложные и громоздкие, что 
весьма утомительно и рано или поздно приведет 
к ошибкам.

Второй путь состоит в том, чтобы разо-
браться в причинах плохой аппроксимации 
функции удельной скорости роста формулой 
(15) и найти более хорошую, но по-прежнему 
простую аппроксимацию. Последуем же этим 
путем! Причина плохой аппроксимации ста-
новится очевидна из рис. 3: кусочно-линейная 
аппроксимация (12) везде (кроме начала коор-
динат) проходит выше истинной зависимости 
μ(s). Следовательно, при любом s > 0 рост и 
потребление субстрата, аппроксимированные 
приближенными уравнениями динамики, про-
исходят быстрее, чем описываемые исходной 
моделью Моно. Отсюда понятно как можно 
улучшить приближение, оставаясь по-прежнему 
в рамках той же самой кусочно-линейной функ-
ции. Запишем формулу (12) в более общем виде

 1

при

* при
1

1

,
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.

s k s s
s

s s
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 (16)

В (12) принималось, что k = μm/KS, s1 = KS, 
μ* = μm, и это привело к не слишком хорошим 
результатам. Теперь выберем значения k, s1 и 
μ* иначе  — так, чтобы перестало выполняться 
условие «μ1(s) всегда превышает μ(s)».

В [Вавилин  и  Васильев, 1979, с.  16] реко-
мендуется выбрать μ* = μm, а k = 0.5·μm/KS. При 
этом, действительно, условие превышения μ1(s) 
над μ(s) выполняется уже не всегда, а только при 
s > KS. Но обоснование именно такого выбора 
значений μ* и k авторы не приводят. Однако 
понятно, что нужно не просто произвольным 
образом разрушить указанное выше условие, а 
сформулировать какой-то разумный принцип 
выбора нового условия. И с  этой точки зре-
ния рекомендация Вавилина и Васильева [1979, 
c.  16] не может нас удовлетворить. Поэтому 
попытаемся сформулировать новый принцип 
самостоятельно.

Прежде всего, заметим, что удельная ско-
рость роста в соответствии с формулой Моно 
(8) никогда в периодической культуре не пре-
высит значения

 μ* = μm·sо/(sо + KS), (17)

потому что μ(s) — возрастающая функция, 
а s с течением времени будет только падать 
от начального значения sо практически до 
0, следовательно, будет уменьшаться и μ от 
значения μ(sо) = μ* почти до μ(0) = 0. Итак, с 
μ* мы определились. А чтобы определить k 
и s1 воспользуемся так называемым «методом 
средних».



119ДИНАМИКА ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ 

И ГЛОБАЛЬНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЛИМАТА
Том 12  Выпуск 2  2021

MATHEMATICAL MODELING OF MICROORGANISM GROWTH  MATHEMATICAL MODELING OF MICROORGANISM GROWTH 

119ДИНАМИКА ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ 

И ГЛОБАЛЬНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЛИМАТА

М.V. Glagolev
MATHEMATICAL MODELING OF MICROORGANISM GROWTH 

DOI: doi.org/10.17816/edgcc90125

Метод средних заключается в следующем: 
за наилучшую зависимость принимается та, 
которая обеспечивает нулевое значение суммы 
отклонениий по всем точкам, т.е. ее параме-
тры выбираются так, что отклонения, имею-
щие разные знаки, в сумме компенсируются 
[Кафаров  и  др., 1972]. Для простоты ограни-
чимся выбором на кривой μ(s) всего лишь двух 
точек: пусть одна из них будет такой, что в 
ней максимальна разность μ1(s) – μ(s), а во 
второй, наоборот — максимальной будет раз-
ность μ(s) – μ1(s). Очевидно (см. рис.  3), что 
абсцисса первой точки — это введенная выше 
s1, т.е. данная точка лежит на пересечении 
возрастающего и горизонтального участков 
μ1(s):

 s1· k = μ*    ⇒    s1 = μ*/k. (18)

Абсциссу второй точки обозначим через s2, 
и пока мы можем сказать, лишь что 0 < s2 < s1. 
Вычислить значение s2 можно из условия, что 
в этой точке разность 

y  = μ(s) – μ1(s) = μm· s/(s + KS) – s · k

достигает максимального значения. Найдем 
экстремум функции y(s). Как известно, в точке 
экстремума производная

dy/ds = [μm(s+KS) – μm· s]/(s + KS)2 – k =

= μm· KS/(s + KS)2 – k =

= [μm·KS – k(s2 + 2sKS + KS
2)]/(s + KS)2

равна нулю. В данном случае это будет выпол-
няться при

μm· KS – k·(s2
2 + 2 · s2 · KS + KS

2) = 0    <=>

<=>   s2
2 + 2·KS· s2 + (KS

2 – KS · μm/k) = 0.

Полученное квадратное уравнение легко ре-
шить. Его дискриминант составляет 

4·KS
2 – 4·(KS

2 – KS·μm/k) = 

= 4·KS
2 – 4·KS

2 + 4·KS·μm/k = 4·KS·μm/k,

следовательно1,

 s2 = (KS·μm/k)0.5 – KS. (19)

Итак, согласно методу средних, нам нужна 
такая аппроксимация (16), чтобы выполнялось 
равенство μ1(s1) – μ(s1) = μ(s2) – μ1(s2), т.е.: 

μ* – μm·s1/(s1 + KS) = μm·s2/(s2 + KS) – s2·k.

Подставляя сюда полученные выше явные 
выражения для s1 и s2, получаем

μ* – μm·μ*/[k·(μ*/k + KS)] = μm·[(KS·μm/k)0.5 –

– KS]/[(KS·μm/k)0.5] – [(KS·μm/k)0.5 – KS] · k.

1 Конечно, квадратное уравнение имеет два 
корня, но в данном случае второй корень  — отри-
цательный, а отрицательная концентрация нас не 
интересует, поскольку не имеет физического смысла.

или, после несложных преобразований,

μm – μ* = 2·(μm· k· KS)0.5 – KS · k –

 – μ*·μm/(μ* + k· KS).  (20)

Если домножить обе части этого выражения 
на (μ* + k · KS), то станет понятно, что мы име-
ем алгебраическое уравнение 4-й степени от-
носительно корня квадратного из k.

В принципе, уравнения 4-й степени реша-
ются в явном виде: их корни могут быть вы-
ражены через коэффициенты этого уравнения 
[Korn  and  Korn,  1961], но процесс решения 
резвычайно труден, и (главное!) получающиеся 
формулы настолько громоздки, что работать 
с ними практически невозможно. Более при-
влекательным выглядит иной путь.

Имея приближенное значение kо искомого 
корня χ, удобно улучшать это приближенное 
значение. Одним из способов такого исправле-
ния приближенного значения корня является 
способ итерации. Особенно удобен для прило-
жения указанный способ в том случае, когда 
уравнение имеет вид 

 k  =  φ(k). (21)

Ряд последовательных приближений будет: 
k1 = φ(kо), k2 = φ(k1), …, kn = φ(kn-1), … Можно 
показать, что kn → χ при n → ∞ если функция 
φ(k) имеет производную, которая удовлетво-
ряет условию |dφ/dk|  ≤  q  <  1 в промежутке 
(χ – h) ≤ k ≤ (χ + h) [Смирнов, 1974, с. 454–456]. 
Представим (20) в виде (21):

k = [μm – μ* + KSk + μ*·μm/(μ* + k · KS)]2/(μm·4KS).

Поскольку очевидно, что μ*/sо < χ < μm/KS, 
можно в качестве начального приближения вы-
брать 

kо = (μ*/sо  + μm/KS)/2.

Ограничимся одной итерацией:

k ≈ k1 = [μm – μ* + KS·(μ*/sо  + μm/KS)/2 + 

+ μ*·μm/(μ* + {μ*/sо + μm/KS}·KS/2)]2/(μm·4·KS). (22)

Теперь, когда мы имеем значение k, ничто 
не мешает вычислить s1 по формуле (18). В со-
ответствии с аппроксимацией (16), будет на-
блюдаться экспоненциальный рост (с удельной 
скоростью μ*) пока s > s1. Таким образом, пока 
выполняется это условие, мы можем описать 
динамику биомассы уравнением (3), а динами-
ку субстрата — уравнением (5’), полагая в них 
μ = μ*. Но экспоненциальный рост продолжит-
ся только до времени t1, которое наступит тогда, 
когда s упадет до s1. Чтобы найти t1, подставим 
s1, μ* и t1 в (5’):

s1 = so – xо·[eхр(μ*·t1) – 1]/Y    ⇒   

 t1 = (1/μ*)· ln(1 + [so – s1]·Y/xо). (23)
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К этому моменту времени концентрация 
биомассы достигнет величины

 Х = xо·eхр(μ*·t1) = xо + (so-s1)·Y. (24)

При t ≥ t1 концентрация субстрата становится 
уже столь малой, что это сказывается на удель-
ной скорости роста и поэтому нужно учитывать 
зависимость μ от s. Поскольку мы теперь ис-
пользуем кусочно-линейную аппроксимацию 
(16), то (2) примет такой вид (на участке t ≥ t1):

dx/dt = x·s·k,

а с учетом (5) превратится в логистическое 
уравнение вида

dx/dt = x·[so – (x – xo)/Y] · k.

Это уравнение совершенно аналогично (14) и 
его решение нам уже знакомо. Итак, при улуч-
шенной кусочно-линейной аппроксимации (16) 
функции Моно, динамика биомассы описыва-
ется кусочно-непрерывной функцией
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где r1  =  (so  +  xo/Y) · k.
Таким образом, алгорифм1 вычисления при-

ближенного решения динамики периодической 
культуры состоит в следующем:

1) Вычислить μ* по формуле (17) и xm — по (6). 
2) Найти приближенное значение k из урав-

нения (20) — по формуле (22) или каким-то 
иным образом, например, графически.

3) Вычислить s1 по формуле (18).
4) Вычислить t1 по формуле (23).
5) Вычислить Х по формуле (24).
6) Для каждого интересующего момента вре-

мени вычислить концентрацию биомассы (x2) 
по (25).

7) Динамику концентрации субстрата вы-
числить по формуле (5), в которую вместо x 
нужно теперь подставлять x2.

Выполним этот алгорифм для значений па-
раметров и начальных условий, принятых выше 
(в конце разд. «Влияние концентрации субстра-
та на скорость роста: уравнение Моно»).

μ* = 0.193·100/(100 + 8) ≈ 0.18  1/час, 

xm = 1 + 0.69·100 = 70 мгС/л,

k ≈ [0.193 – 0.18 + 8·(0.18/100 + 0.193/8)/2 +

+ 0.18·0.193/(0.18 + {0.18/100 + 0.193/8} · 8/2)]2/

(0.193·4·8) ≈ 0.0093,

1 Алгорифмом называют определенное прави-
ло, согласно которому надо производить математи-
ческие операции, чтобы получить требуемый ответ 
[Смирнов, 1974, с. 443].

s1 ≈ 0.18/0.0093 ≈ 19.4  мгС/л.

t1 ≈ (1/0.18) · ln(1 + [100 – 19.4] · 0.69/1) ≈ 22.4 час,

Х ≈ 1 + (100 – 19.4) · 0.69 ≈ 56.6  мгС/л,   

 r1 ≈ (100 + 1/0.69) · 0.0093 ≈ 0.944  1/час,

0
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s(t) = 100 – [x2(t) – 1]/0.69   мгС/л.

На рис. 2 наряду с истинным решением при-
ведено и данное улучшенное приближенное 
решение. Видно, что оно достаточно хорошо 
соответствует истинному почти везде (за исклю-
чением небольшого интервала времени около 
t  = 25  час). 

Отмирание

Предположим, что скорость отмирания про-
порциональна числу жизнеспособных клеток. 
Тогда скорость роста живой популяции дается 
уравнением:

dx/dt = (μ – m) · x,

(где m — удельная скорость отмирания) [Pirt, 
1975], а не уравнением  (2). Если, во-первых, в 
это уравнение подставить явную зависимость 
μ(s), например, в форме Моно (8) и, во-вторых, 
добавить уравнение динамики концентрации 
субстрата (4’), то получим замкнутую систему, 
описывающую динамику периодической куль-
туры с учетом не только роста биомассы, но и 
отмирания (так называемую «модель Герберта» 
[Вавилин  и Васильев,  1979, с.  14]):

 
S

S

d /d

d /d ,
( )

m

m

s x
x t m x

s K

s x
s t

Y s K

" � ��
	 
 �� ��

�
" � �� 	 
� � ��

 (26)

что, конечно, более реалистично, чем при-
митивная модель Моно, рассмотренная выше. 
К  сожалению, аналитически решить эти урав-
нения не удается, поэтому для построения ди-
намической кривой придется использовать при-
ближенные подходы, в частности те, которые 
были изложены выше.

Вновь воспользуемся кусочно-линейной 
аппроксимацией (16). В соответствии с ней, 
будет наблюдаться экспоненциальный рост  — 
но теперь уже с удельной скоростью не μ*, 
а  (μ*  –  m)  — пока s  >  s1:
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Решение

 x = xо · eхр([μ* – m] · t) (27)

первого уравнения системы подставим во второе:

ds/dt ≈ – (μ* · xо/Y) · eхр([μ* – m] · t),

чтобы построить динамику убыли субстрата во 

время периода экспоненциального роста био-

массы. Интегрирование полученного уравне-

ния дает:

0

( *0*
d e d[( *

( *
)

0

) ],
)

s t
m t

s

x
s m t

Y m
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� �     ⇒    

s = sо – {μ* · xо/[(μ* – m) · Y]} · (e(μ* – m) · t – 1) (28)

Экспоненциальный рост продолжится толь-

ко до времени t2, которое наступит тогда, когда 

s упадет до s1. Найти t2 можно, подставив в 

(28) s1 и t2 вместо, соответственно, s и t:

s1 = sо – {μ*· xо/[(μ* – m)·Y]} · {eхр([μ* – m] · t2) – 1} ⇒
t2 = (μ*– m)–1 · ln(1 + [sо – s1] · Y · [1 – m/μ*]/xо). (29)

К этому моменту времени концентрация 

биомассы достигнет величины

Х = xо· eхр([μ* – m] · t2) = xо + (sо – s1)· Y· (1 – m/μ*).

При t ≥ t2 концентрация субстрата настоль-

ко уменьшается, что это отражается на удель-

ной скорости роста и, следовательно, нужно 

учитывать зависимость μ от s. Поскольку мы 

теперь используем кусочно-линейную аппрок-

симацию (16), то (26) примет такой вид (на 

участке t  ≥  t2):
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 (30)

Будем искать приближенное решение этой 

системы. Обозначим Z = ln(x) и S = ln(s), тогда 
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  (31)

Разложим функцию S(t) в ряд Тэйлора в 

окрестности точки t2:

S(t) = S(t2) + [(t-t2)/1!]·dS/dt|t=t2
 + … 

+ [(t-t2)
n/n!]·dnS/dtn|t=t2

 + Rn(t),

где Rn(t) — остаточный член [Смирнов, 1974, 

с. 309] и ограничимся первыми двумя членами:

S(t) ≈ S(t2) + [(t-t2)/1!]·dS/dt|t=t2
 = ln(s1) – 

–(t – t2) · (k · eZ/Y)|t=t2
 = ln(s1) – (t – t2) · k · X/Y,

где значение dS/dt|t=t2 взято из второго урав-

нения системы (31). Теперь сделаем обратную 

подстановку ехр(S)  =  s, чтобы получить непо-
средственно динамику концентрации субстрата:

s(t) ≈ exp(ln(s1) – [t – t2]·k·X/Y) =

 = s1· exp(–[t – t2]·k·X/Y)  (32)

Чтобы построить динамику концентрации 
биомассы, подставим (32) в первое уравнение 
системы (30):

dx/dt ≈ {k · s1·exp(–[t – t2]· k · X/Y) – m} · x.

Интегрируя это уравнение, получаем

( /1d e  d2

2

)
1[ ]

x t
t t k X Y

X t

x x k s m t
 
 � �
 ( � � 
� �  =>  

x ≈ X · exp(s1· {1– exp(–[t – t2]· k · X/Y)} ·Y/X – m · [t–t2]).

Итак, объединяя последнее уравнение и (27), 
а также (28) и (32), получаем кусочно-непре-
рывные функции 
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 (34)

которые и являются искомым приближенным 
решением модели Герберта (26). На рис. 4 по-
строены графики этих функций при тех же 
численных значениях параметров, которые ис-
пользовались в предыдущих разделах (а для m 
принято значение 0.02, поскольку в [Вавилин и 
Васильев, 1979, с.  15] указано, что для чистых 
культур характерные значения константы m со-
ставляют 0.02–0.03  1/час).

Рис. 4. Модель Герберта (периодическая культура 
с отмиранием).
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Данная работа представляет собой доклад1, написанный по предложению к.б.н. Н.С. Паникова в 1984–

1985  гг. в бытность автора студентом 2-го курса факультета почвоведения МГУ им.  М.В.  Ломоносова.

В докладе приводится пример математической модели почвенной биокинетики и обсуждаются чис-

ленные методы решения составляющих ее уравнений. Для стационарного случая приводятся некоторые 

полезные компьютерные программы, а для нестационарного  — даны ссылки на программы, опублико-

ванные в литературе.

Ключевые слова: биологическая кинетика, микробиологическая кинетика, численные методы.

1 Данный доклада был представлен автором на 1-й Выездной (Пущинской) зимней школе факультета по-
чвоведения МГУ, прошедшей в 1985 г. (предупреждая неизбежную путаницу, заметим, что после нескольких лет 
успешного проведения этой школы, ее работа по не известной нам причине прервалась и возобновилась лишь 
в 1991 г.; при этом ежегодные школы стали именоваться “Всероссийскими школами «Экология и почвы»”, а их 
нумерация опять началась с 1-й). Публикуемый ныне текст восстановлен нами по сохранившимся наброскам 
и черновикам (здесь же заметим, что в связи с вышесказанным одному из издателей пришлось собственоручно 
переделать все рисунки, используя современные технические средства, ибо в указанных черновиках рисунки 
были выполнены наскоро от руки, а в процессе доклада выполнялись просто мелом на доске; кроме того ссылки 
и список литературы были оформлена нами по правилам данного журнала  — в исходном тексте имелись 
ссылки только на отечественные и переводные издания). Поскольку, во-первых, объем черновиков был весьма 
значительным и, во-вторых, нам не известно в точности  — что же из них вошло в окончательный вариант 
доклада, перед нами встал вопрос об отборе материала для данной краткой публикации. В результате, не был 
включен материал по численному интегрированию эволюционных уравнений в частных производных, поскольку 
автор рассматривал только самый примитивный явный метод, обадающий малой областью устойчивости (более 
того, этот материал, фактически, дублирует [Орлов  и  др.,  1987,  с.  145-149]). При этом объем статьи стал почти 
таким, который соответствует правилам журнала для раздела «Обзоры и лекции» (мы посчитали, что доклад 
на студенческой зимней Школе ближе всего к лекции, и поэтому он должен быть опубликован именно в этом 
разделе).  — Примечание издателей (к.б.н. Д.В.  Ильясова и М.В.  Янина).
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Проф. Петровской академии А. Ф. Фортунатов1

ВВЕДЕНИЕ

Биологическая кинетика

Существует несколько определений тер-
мина «биологическая кинетика». Рассмотрим 
наиболее известные из них. Согласно 
М.Д.  Курскому и  др. [1977,  с.  5]: «биологиче-
ская кинетика изучает временные закономер-
ности явлений, протекающих в живой приро-
де». Более обще определяет биокинетику акад. 
Н.М.  Эмануэль  [1979,  с.  162]  — как науку о 
развитиии во времени и о механизме биоло-
гических процессов. Аналогичное определе-
ние (с небольшой конкретизаций) дает вы-
дающийся советский исследователь Николай 
Сергеевич  Паников [1984,  c.  75]: «биологиче-
ская кинетика изучает скорости и механизмы 
метаболических процессов на всех уровнях 
организации живой материи». В последнем 
определении, казалось бы, все временные за-
кономерности (из определения Курского и др.), 
равно как и всё развитие во времени (из опре-
деления Эмануэля) сводятся лишь к скоростям. 

Но как бы ни был сложен процесс, он 
определяется в каждое мгновение некоторой 
скоростью, в общем случае изменяющейся 
при переходе от одного момента времени к 
другому. Зависимость скорости процесса от 
внутренних особенностей и внешних условий 
должна существенно определять характер его 
закономерностей [Киперман, 1979, c. 8]. Иначе 
говоря, любые временные закономерности яв-
лений, развитие во времени любого процесса 
действительно могут быть выражены в терминах 
скоростей, поскольку для каждого процесса мы 
всегда можем рассчитать его скорость. 

Таким образом очевидно, что существует, 
фактически, два основных определения. «Узкое» 
определение: биологическая кинетика  — на-
ука о скоростях биологических процессов. 
«Широкое» определение: биологическая ки-
нетика  — наука о скоростях и механизмах 
биологических процессов. Змечу, что это со-
вершенно аналогично соответствующим опре-
делениям кинетики химической. Согласно 

1 Цит. по [Орловский, 1980, c. 28]. Поскольку 
из набросков доклада было видно, что ему пред-
полагалось предпослать некий эпиграф, но самого 
эпиграфа мы не обнаружили (и даже автор не мог его 
вспомнить), решено было из списка любимых эпи-
графов Михаила Владимировича просто выбрать про-
извольный подходящий по смыслу. — Примечание 
издателей.

С.Л.  Киперману  [1979, c.  8], химическая ки-
нетика  — это наука о закономерностях ско-
ростей химических процессов. Но некоторые 
авторы, например академики Н.М.  Эмануэль 
и Д.Г.  Кнорре [1984, с.  3], считают необхо-
димым включить сюда и вопрос о механизме 
реакции. «Официальное» определение, вошед-
шее в «Советский энциклопедический словарь» 
[Прохоров, 1983,  с.  575]: «кинетика химиче-
ская  — учение о скоростях и механизмах хи-
мических реакций».

Однако распространение кинетики на ме-
ханизм реакций сделало бы эту науку слиш-
ком всеобъемлющей [Киперман,  1979,  c.  8]. 
Фактически, химическая кинетика тогда вклю-
чила бы в себя едва ли не всю химию вообще. 
Разве неорганическая химия не изучает меха-
низмы реакций неорганических соединений? 
Разве органическая химия не изучает механиз-
мы реакций органических соединений? Разве 
биохимия не изучает механизмы биохимических 
процессов? Но если механизмы должна изучать 
кинетика, то что тогда останется на долю био-
химии, неорганической и органической химии? 
И еще можно привести много примеров других 
разделов химии, которые окажутся «ограблены» 
кинетикой, если мы будем упорствовать в «ши-
роком» определении этой науки. 

Все совершенно аналогичное можно было бы 
сказать и про биологическую кинетику. Но и 
без многочисленных примеров ясно, что «ши-
рокое» определение  — слишком широко. Оно 
заставляет нас включать в биокинетику значи-
тельную часть вопросов, традиционно являю-
щуюся объектом исследований других областей 
биологии. С другой стороны, «узкое» направ-
ление  — слишком узко. Действительно, зачем 
нужно просто изучать скорости процессов?

Видимо, вполне осознав эту проблему, 
Киперман  [1979,  c.  9] предпринимает попытку 
решить ее (в области кинетики химической): 
«химическую кинетику можно рассматривать 
как науку о закономерностях скоростей хи-
мических процессов с учетом их механизмов». 
Попытку эту нельзя признать удачной из-за 
некоторой неконкретности формулировки. 
Действительно, что значит «с учетом их меха-
низмов»? Как нужно проводить этот учет? Что 
вообще под этим подразумевается? А если ме-
ханизм какого-то процесса еще не известен, 
то изучение (кинетическое!) закономерностей 
изменения скорости этого процесса во времени 
и влияния на нее различных факторов, полу-
чается, уже не будет относиться к сфере ки-
нетики? Чтобы не сесть в ту же лужу, пытаясь 
дать реалистичное определение биологической 
кинетики, двайте, прежде всего проанализиру-
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ем: что на самом деле делают те, кто относит 
себя к славному братству биокинетиков.

И вот если мы дадим себе труд проанали-
зировать хотя бы несколько работ специали-
стов-биокинетиков (независимо от того, какого 
определения они придерживаются и вообще 
придерживаются ли хоть какого-нибудь), напри-
мер, [Bray and White, 1957; Курский и др., 1977; 
Moshnyakova and Karavaiko, 1979; Panikov et al., 
1980; Panikov et al., 1981; Эмануэль и др., 1983; 
Паников,  1984], то увидим, что в реальности 
эти исследователи изучают скорости биологи-
ческих процессов, выводя их из механизмов 
данных процессов (если таковые известны) и, 
наоборот, идентифицируют механизмы про-
цессов, интерпретируя данные изучения их 
скоростей. 

С другой стороны, кинетика имеет дело с 
двумя основными типами задач  — прямой и 
обратной. К прямым относятся задачи, в ко-
торых известны порядки и константы скорости 
отдельных стадий, а требуется найти концен-
трацию какого-либо из исходных веществ или 
продуктов реакции в определенный момент вре-
мени или найти время, за которое концентрация 
какого-либо из реагентов или продуктов дости-
гает определенного значения. К обратным  — 
задачи, в которых известны эксперименталь-
ные данные, представлющие собой динамику 
концентраций компонентов реакции при одном 
или нескольких заданных наборах начальных 
концентраций, а требуется определить порядок 
и константы скоростей реакций. Но это лишь 
в том случае, когда схема процесса известна. 
Однако чаще всего эта схема является следстви-
ем некоторой гипотезы о механизме реакции и 
нуждается в подтверждении. При этом нередко 
удовлеворительное описание эксперименталь-
ных данных по кинетике сложного процесса 
удается получить с помощью нескольких разных 
схем (гипотез о механизме реакций). В этом 
случае встает вопрос о выборе самой правдо-
подобной гипотезы [Эмануэль и Кнорре, 1984, 
с.  190,  235,  237,  243–244]. И весь этот спектр 
вопросов также относится к обратным кинети-
ческим задачам. 

Если же посмотреть на сказанное выше о 
прямых и обратных кинетических задачах с бо-
лее общих позиций, то получается, что прямая 
задача состоит в расчете скорости реакции по 
известному механизму (известны стадии про-
цесса и константы скоростей для них). А обрат-
ная задача в общем случае состоит в идентифи-
кации механизма по данным о скоростях (если 
кривые динамики концентраций определены с 
достаточно высокой степенью точности, то из 
них могут быть получены значения скоростей 
[Эмануэль  и  Кнорре,  1984,  с.  237]). В связи с 

этим кажется наиболее естественным принять 
следующее определение («реалистичное»  — 
основанное на реальном положении дел и, с 
точки зрения степени общности, находящееся 
между «узким» и «широким»). Биологическая 
кинетика изучает скорости биологических 
процессов посредством исследования их 
механизмов (прямая задача) и механизмы 
этих процессов — посредством исследования 
их скоростей (обратная задача).

Используемые сокращения

БГЦ  — биогеоценоз;
б/н  — без названия;
ДУ  — дифференциальное уравнение;
ПоБиК — почвенная биологическая кинетика.

О ПОЧВЕННОЙ БИОКИНЕТИКЕ

Особенности биологической кинетики почв

Кинетические исследования в почвенной 
микробиологии долгое время (буквально до 
прошлого  — 1984  — года) не получали ши-
рокого распространения прежде всего из-за 
сложности изучаемого объекта  — микрозо-
нальности распределения микроорганизмов, 
пространственного и временного варьирова-
ния условий жизнедеятельности, многообра-
зия видового состава микробных сообществ 
и тесного взаимодействия микроорганизмов 
с другими компонентами биогеоценоза (БГЦ) 
[Паников, 1984,  с.  75]. Эта ситуация начала 
меняться в значительной степени благода-
ря работам выдающегося советского ученого 
Николая Сергеевича Паникова, поставившего 
задачу: продемонстрировать путь преодоления 
отмеченных трудностей формализованного 
описания микробиологических процессов в 
БГЦ, а также дать конкретные рекомендации 
по составлению кинетических моделей роста 
микроорганизмов и экспериментальному опре-
делению всех необходимых параметров модели. 
С гениальной ясностью эта задача была почти 
полностью решена им в [Паников,  1984], что 
позволяет считать Николая Сергеевича отцом-
основателем отечественной почвенной биоки-
нетики (ПоБиК)1.

Особенность биокинетического подхода 
как одного из наиболее универсальных мето-
дов исследования заключается в неразрывном 
сочетании эмпирического изучения объекта с 

1 Необходимо сделать оговорку, что хоть и была 
поставлена цель формализованного описания микро-
биологических процессов в БГЦ, в релаьности она 
была достигнута не для БГЦ, а лишь в отдельных 
экосистемах, являющихся составными частями из-
учаемых БГЦ.  — Примечание издателей.
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математическим моделированием его поведе-
ния. Математическая модель, представленная 
в виде системы дифференциальных и алгебра-
ических уравнений, в предельно сжатой форме 
отражает постулируемый механизм процесса. 
Верификацию этого механизма проводят путем 
сравнения экспериментальных данных с пред-
сказаниями модели. В случае их несовпадения 
формулируется новая модель (основанная на 
новых исходных посылках), и процедура сравне-
ния повторяется еще раз [Паников, 1984, с. 75]. 
Отсюда видно, что в биокинетическом исследо-
вании приходится многократно получать пред-
сказания различных моделей, т.е., с математи-
ческой точки зрения  — многократно решать 
системы уравнений.

Однако биологические системы чрезвычай-
но сложны, и предсказание их количественного 
поведения часто представляет собой трудную 
задачу. За исключением случая наипростей-
ших биосистем, моделирующие их уравнения 
чаще всего оказываются слишком сложными 
для того, чтобы решение можно было найти 
с помощью карандаша и бумаги; поэтому их 
приходится решать с помощью вычислитель-
ной машины [Garfinkel,  1965]. Таким образом, 
для действительно беспрепятственного при-
менения кинетических методов исследования 
в почвенной микробиологии мало научиться 
описывать микробиологические процессы в 
БГЦ с помощью математических уравнений 
роста микроорганизмов. Нужно еще уметь ре-
шать эти уравнения, причем решать, как следу-
ет из вышесказанного, при помощи ЭВМ, т.е. 
численно. И задача настоящей работы со-
стоит в том, чтобы продемонстрировать 

возможность работы с моделями ПоБиК 
при помощи численных методов.

Классификация моделей биологической 
кинетики почв

Выдающийся советский почвовед Николай 
Сергеевич Паников дал чрезвычайно простую 
и совершенно ясную кинетическую класси-
фикацию местообитаний микроорганизмов 
в почве по принципу сходства кинетических 
механизмов роста микробных популяций, ко-
лонизирующих данное местообитание (табл. 1). 
Наиболее существенное влияние на рост ми-
кроорганизмов оказывают следующие факторы 
[Паников,  1984,  с.  76]: 
•  характер поступления лимитирующего пи-

тательного субстрата, который может быть 
непрерывным (1) или периодическим (2); 

•  наличие (α) или отсутствие (β) экзогенных 
факторов элиминирования растущих орга-
низмов (вынос клеток с почвенным рас-
твором, выедание хищниками, фаголизис, 
активная миграция);

•  пространственная организация микробной 
популяции в данной микро- или мезозо-
не, которая может быть однородной (а) 
при отсутствии градиентов концентраций 
субстрата по пространственной координа-
те, либо неоднородной (b), когда наличие 
этих градиентов обусловливает закономер-
ное распределение микробной биомассы 
и  отдельных ее элементов по пространству 
место обитания.
Перечисленные в табл. 1 типы местооби-

таний отчасти соответствуют тому или иному 
математическому аппарату, обычно применяе-

Таблица 1. Кинетическая классификация местообитаний микробов в БГЦ [Паников, 1984, с. 76]

Пространственная организация 
микробной популяции

Поступление субстрата

Непрерывное (1) Периодическое (2)

С элиминированием 
(α)

Без элиминирования 
(β)

С элиминированием 
(α)

Без элиминирования 
(β)

Однородная (a) 1 α а 1 β а 2 α а 2 β а

Неоднородная (b) 1 α b 1 β b 2 α b 2 β b

Таблица 2. Классификация математических моделей ПоБиК

Пространственная организация микробной популяции
Поведение популяции во времени

стационарное (S) нестационарное (D)

Однородная (0) S0 D0

Неоднородная 1-мерная (1) S1 D11

многомерная (2) S2 D2

1 Пример математической модели класса D1 см. в [Орлов и др., 1987, с. 145–149]. — Примечание издателей.
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мому для построения математических моделей 
данного местообитания или соответствующей 
ему лабораторной экспериментальной системы. 
Но, все же, для удобства выбора аппарата 
моделирования хочу предложить несколько 
иную классификацию — табл. 2.

Наиболее общие модели  — нестационар-
ные многомерная (D2) и одномерная (D1) 
представляют собой смешанные1 задачи 
для систем уравнений в частных произ-
водных (обычно уравнения — параболическо-
го типа). Стационарная многомерная модель 
(S2)  — это граничная задача для системы 
уравнений в частных производных (обыч-
но уравнения  — эллиптического типа). 
Стационарная одномерная модель (S1)  — это 
опять граничная задача, но для системы 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ДУ). Нестационарная однородная (или, 
как ее еще называют, «нуль-мерная») модель 
(D0) представляет собой начальную задачу 
для системы обыкновенных ДУ, часто на-
зываемую также «задачей Коши». Наконец, 
стационарная однородная модель (S0)  — это 
система алгебраических или трансцен-
дентных уравнений.

Все перечисленные задачи хорошо извест-
ны в математике и для их решения существуют 
эффективные методы, широко представенные в 
литературе как в виде алгоритмов, так и непо-
средственно в виде программ для ЭВМ. Ниже 
я не буду подробно разбирать эти алгоритмы и 
программы из-за недостатка времени, а лишь 
кратко перечислю некоторые из них. Основное 
же время будет уделено обсуждению тех про-
блем, с которыми, к сожалению, часто прихо-
дится сталкиваться при использовании числен-
ных методов в ПоБиК.

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ (СИСТЕМА S0)

Пример системы S0: однородная 
стационарная модель ризосферы 

Выдающийся советский микробиолог 
Николай Сергеевич Паников дал чрезвычайно 
простую и совершенно ясную кинетическую мо-
дель роста микробной популяции в ризосфере:

 ds/dt = rG – μ · x/Y – m · x, (1)

 dx/dt = μ · x – E · р · x, (2)

1 Т.е. содержашие и начальные (в начальный 
момент времени), и граничные (т.е. на простран-
ственной границе) условия [Годунов,  1979,  с.  192].

где E  — «удельная скорость выедания»2; m  — 
коэффициент поддержания3; р  — биомасса 
хищника; rG — интенсивность экзоосмоса; s — 
концентрация субстрата; x — биомасса микро-
организмов; Y  — выход биомассы на единицу 
использованного субстрата; μ  — удельная ско-
рость роста микроорганизмов [Паников,  1984, 
с. 78]; t — время. К сожалению, эта система не 
является замкнутой, поскольку на 2 уравнения 
приходится 3 переменные: s, x и р. Замкнуть ее 
очень легко, записав уравнение динамики био-
массы хищника в соответствии со стандартными 
правилами микробиологической кинетики:

 dр/dt = Yр/x · E · р · x – а · р, (3)

где Yр/x — выход биомассы хищника на едини-
цу использованной биомассы микроорганизмов; 
а  — удельная скорость отмирания хищника.

Обозначим заглавными буквами S, X и P 
соответствующие величины s, x и р в стационар-
ном состоянии, т.е. когда ds/dt =  dx/dt = dр/dt = 0. 
Следовательно, в этом состоянии вместо систе-
мы вышеприведенных ДУ будем иметь систему 

 rG – μ · Х/Y – m · Х = 0, (4)

 μ · Х – E · Р · Х = 0, (5)

 Yр/x · E · Р · Х – а · Р = 0 (6)

алгебраических или трансцендентных уравне-
ний (в зависимости от конкретных функций 
μ(S), m(S) и E(Х)  — будут ли они алгебраи-
ческими выражениями или трансцендентными 
функциями). Но чтобы из этой системы дей-
ствительно можно было бы найти величины S, 
X и P, следует конкретизировать функции μ(S), 
m(S) и E(Х).

Моно (Monod J.) в 1942 г. эмпирически уста-
новил, что выражение 

 μ = μm· S/(S + KS) (7)

(где μm и KS  — соответственно, максимальная 
удельная скорость роста и константа насыще-
ния) хорошо соответствует зависимости скоро-
сти роста бактерий от концентрации субстрата 
[Pirt, 1975]. Поскольку бактерии являются пи-

2 Представляется, что термин этот не совсем 
точен (поэтому я поставил его в кавычки, которых 
в оригинале у Паникова не было). Действительно, 
согласно второму уравнению, скорость выедания — 

это E · р · x. По аналогии с «удельной скоростью ро-
ста» (об этом термине см., например, в [Pirt, 1975]), 
можно заключить, что удельная скорость выедания 
должна представлять собой скорость выедания, от-
несенную к биомассе выедающего организма. Но 
если мы разделим скорость выедания на биомассу 

хищника, то получим не просто E, а E · x.
3 См. табл. 3 — Примечание издателей.
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тательным субстратом для хищников, то будет 
логичным принять такую же зависимость и для 
них, поэтому

E = Еm/(Х +  KХ).

Из [Паников, 1984, с. 78] ясно следует, что 
m  =  const. Этого, конечно, быть не может! 
Действительно, внесем некоторое количество 
биомассы xо > 0 в среду, в которой вообще нет 
субстрата (sо  =  0). Более того, пусть и посту-
пления новых порций субстрата тоже нет (т.е. 
положим rG = 0). Тогда в реальности микробы 
не смогут осуществлять функцию поддержа-
ния. А согласно уравнению (1) они расти-то 
не будут  — поскольку μ(0)  — но поддержание 
будет продолжаться, постоянно выкачивая из 
среды m·x единиц массы субстрата за каждую 
единицу времени. Однако, если в среде уже 
была нулевая концентрация субстрата, и потом 
она продолжает уменьшаться, то концентрация 
станет… отрицательной! Полная чепуха!!! Этого 
абсурда вполне можно избежать, если поло-
жить, что m представляет собой такую функ-
цию s, что lim  m(s)  =  0 при s  →  0. Что же это 
за функция? Поскольку поддержание (оборот 
клеточного материала, осмотическая работа 
для поддержания концентрационных гради-
ентов между клеткой и окружающей средой, 
подвижность клетки и др. [Pirt, 1975]) осущест-
вляется, в конечном счете, ферментативными 
процессами, то представляется вполне логич-
ным, что для него будет верна ферментативная 
кинетика.

Одним из самых фундаментальных уравнений 
кинетики ферментативных реакций является 
уравнение Михаэлиса-Ментен [Курский  и  др., 
1977, c. 74], поэтому можно предположить, что

 m =  mm·S/(S + KM), (8)

где mm  — максимальная удельная скорость 
трат на поддержание, KM — соответствующая 
константа Михаэлиса. Итак, имеем следую-
щую систему из трех уравнений, позволяю-
щую рассчитать концентрацию питательного 
субстрата, а также биомассы потребяющих 
его микробов и пожирающих их хищников 
в ризосфере:

rG – μm·S ·Х/[(S +KS) ·Y] – mm· S ·Х/(S +KM) = 0, (9)

 μm· S/(S +KS) – Еm· Р/(Х +KХ) = 0, (10)

 Yр/x· Х · Еm/(Х +KХ) – а = 0 (11)

Вообще говоря, конкретно такая система мо-
жет быть решена аналитически. Действительно, 
из (11) можно выразить Х: 

 Х = а ·KХ/(Yр/x ·Еm – а), (12)

после чего подставить полученное значение Х в 
(9) и найти оттуда S. А раз мы имеем значения 
для Х и S, то можем получить и Р, которое 
легко найти из (10):

 Р = (μm/Еm)·(Х +KХ) · S/(S +KS). (13)

Но, разумеется, аналитическое решение 
можно получить далеко не для всякой системы.

Например, многие авторы указывали на 
ограниченность применимости зависимости 
Моно и предлагали другие выражения. Так, 
Тисье аппроксимирует удельную скорость ро-
ста экспоненциальной функцией

 μ = μm· (1 – e–k · S) (14)

с некоторой постоянной k [Полуэктов  и  др., 
1980, с. 46]. Если для микробов в ризосфере 
более адекватной окажется зависимость Тисье, 
то нам следует для μ использовать (14) вместо 
(7), а тогда вместо (9) и (10) мы будем иметь, 
соответственно

rG – μm· (1 – e-k · S)·Х/Y – mm· S · Х/(S + KM) = 0, (15)

 μm·(1 – e–k · S) – Еm· Р/(Х + KХ) = 0. (16)

Теперь мы уже не можем из (15) аналити-
чески выразить S. И это прекрасная возмож-
ность для того, чтобы продемонсрировать мощь 
численных методов.

Но численные методы невозможно при-
менить к уравнениям, записанным в общем 
виде. Поэтому, прежде чем решать уравне-
ния, нужно задать конкретные значения па-
раметров. Вообще говоря, для каждого вида 
микроорганизмов и даже для каждого место-
обитания параметры следует определять экс-
периментально либо напрямую (если это воз-
можно), либо решая обратную кинетическую 
задачу. Но для демонстрационного примера 
ограничимся очень грубыми оценками пара-
метров, которые можно взять из литературы 
или из здравого смысла. Итак, прежде чем ре-
шать систему, состоящую из уравнений (11), 
(15) и (16), нам надо задать численные зна-
чения для а, Еm, k, KM, KХ, mm, rG, Y, Yр/x и 
μm  — см.  табл.  3. Характерные величины rG 
мы не будем обсуждать. Понятно, что в той 
или иной экосистеме могут встретиться са-
мые разные значения (начиная практически 
от 0, что будет иметь место в каких-нибудь со-
всем уж пустынях). Из (15) очевидно, что при 
rG>μm·Х/Y+mm·Х=а·KХ·(μm/Y+mm)/(Yр/x ·Еm– а) 
стационарное состояние невозможно по-
тому что ур.  (15) не имеет неотрицатель-
ного действительного решения. В связи 
с этим, система ур.  (11),  (15),  (16) будет 
решаться для всего интервала rG от 0 до 
а · KХ·(μm/Y + mm)/(Yр/x ·Еm – а).
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Таблица 3. Численные значения параметров для системы уравнений (11), (15), (16). 

Пара-
метр Значение Обоснование

а 0.0012 1/час Вавилин  и В.Б.  Васильев  [1979, с.  15] указывали, что для смешанных культур значения а 

составляют 0.0004÷0.002  1/час. Правда, в этом случае речь шла о бактериях. Но, вероятно, 

приближенно это можно (за неимением лучшего) использовать и для простейших-хищников. 

Итак, для дальнейших расчетов выбираем среднее значение.

Еm 0.0651 1/час Считается, что максимальные показатели удельной скорости роста, например, для парамеций 

составляют 0.06÷0.07 1/час [Кокова и Лисовский, 1976, c. 61]. И хотя Валентина Егоровна и 

Генрих Михайлович неопровержимо доказали, что этот «предел» обусловлен не генетическими 

факторами, а прежде всего условиями выращивания (аэрация, удаление метаболитов, 

взвешенный корм позволяют существенно повысить удельную скорость роста), не будем 

забывать, что идеальные условия вряд ли часто реализуются в природе.

k 0.087 л/мгС По своему смыслу KS  — это такая концентрация субстрата, при которой достигается 

удельная скорость роста, равная половине максимальной [Pirt,  1975]. Путем теоретического 

расчета в [Вавилин  и  Васильев,  1979, с.  11–13] для глюкозы получено значение KS
 ≈ 20  мг/л 

(и это укладывается в диапазон экспериментально определенных значений 0.068÷25  мг/л, 

приведенный в [Pirt,  1975]). При зависимости Тисье половина максимальной удельной 

скорости роста, как легко получить из (14), должна наблюдаться при S ≈ 0.693/k, следовательно, 

k ≈ 0.693/KS
 ≈ 0.693/(20·6·12/180).

KM 8 мгС/л Для KM оставим значение 20  мг/л (в пересчете на углерод глюкозы это составит 8  мгС/л).

KХ 5.7 мгС/л Для Tetrahymena при их росте на бактериях в качестве питательного субстрата, C.R.  Curds 

дает значение константы полунасыщения 12 мг/л [Pirt, 1975]. Согласно [Вавилин и Васильев, 

1979,  с.  5] в бактериальной клетке около 90% сухого вещества является органическим, а 

составу органической части приблизительно соответствует эмпирическая формула C5H7O2N, 

поэтому KХ = 12·0.9·(5·12/113).

mm 1.3 1/час Энергетические затраты на поддержание могут составлять значительную часть общего 

количества потребленной энергии. Так, при развитии Klebsiella aerogenes на среде с глюкозой 

в качестве источника энергии при скорости роста 0.1  1/час энергия, израсходованная на 

поддержание, составляла около 90% всей энергии поглощенного источника. Величина 

m в этом случае превышала в 3-4 раза ранее найденное значение для того же организма, 

возможно, из-за того, что в этом случае имелся избыток источника энергии, а ранее опыт 

проводился с таким его количеством, которое лимитировало рост [Pirt,  1975]. Если считать 

избыток источника энергии столь значительным, что m ≈ mm, то общее потребление субстрата 

составит (μ·x/Y + mm·x), а траты на поддержание — mm·x. Тогда mm·x/(0.1·x/0.69 + mm·x) = 0.9, 

следовательно m = 0.1/[(1/0.9 - 1)·0.69].

Yр/x 0.34 Для парамеций и блефаризм В.Е.  Кокова  и  Г.М.  Лисовский  [1976,  c.  52,  54] получили КПД 

биосинтеза на смешанном корме (дрожжи  +  бактерии) в среднем 37%. Учитывая, что, 

согласно [Вавилин  и  Васильев,  1979, с.  5], химическому составу протоплазмы простейших 

соответствует эмпирическая формула C7H24O3N, получаем Yр/x
 = 0.37·(7·12/170)/(5·12/113). 

Y 0.69 Для бактерий, растущих на глюкозе, Вавилин  и  Васильев  [1979,  с.  7-8] с помощью 

термодинамического расчета2 получили значение Y  =  0.523  г клеточного органического 

вещества на 1 г глюкозы или, учитывая содержание углерода в глюкозе и клеточном веществе, 

Y = 0.523·(5·12/113)/(6·12/180).

μm 0.14 1/час Это значение так же путем теоретического расчета Вавилин и Васильев [1979, с. 11-14] получили 

для бактерий, растущих на глюкозе. Оно несколько меньше, чем максимальные удельные 

скорости роста, зафиксированные в культурах бактерий (см., например, [Pirt, 1975; Вавилин 

и Васильев,  1979,  с.  14]), но представляется вполне приемлемым с учетом неоптимальности 

природных условий и иллюстративной цели моих расчетов.

1  2 
1 Здесь у автора, очевидно, досадная описка. Из уравнений (6) и (7) ясно видно, что смысл максимальной удельной ско-

рости роста имеет не Еm, а произведение Yр/x· Еm (кстати, в программе, размещенной в табл. П1, параметр EM описан именно 

как «МАКСИМАЛЬНЫЙ МЕТАБОЛИЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ ХИЩНИКА», а не «максимальная удельная скорость 
роста хищника». Таким образом, раз максимальная удельная скорость роста простейших и экономический коэффициент 

приняты равными, соответственно, 0.065 1/час и 0.34, то Еm = 0.065/0.34 ≈ 0.19 1/час. Впрочем, какой-то принципиальной 

ошибки тут нет, поскольку принятое автором для Еm значение 0.065 1/час соответствует (при Yр/x = 0.34) удельной скорости 

роста 0.022 1/час, а хищники с параметром такого порядка, безусловно, существуют. – Примечание издателей.
2 Поскольку [Вавилин и Васильев, 1979] представляет сейчас библиографическую редкость, то считаем нужным отметить, 

что этот расчет воспроизведен в [Glagolev, 2021]. – Примечание издателей.
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Численно-аналитический частный метод 
решения: сведение системы 
к одному уравнению

Итак, мы собираемся решить (т.е. найти 
Х, S и Р) систему уравнений

rG-0.203·(1 – e–0.087·S) · Х – 1.3·S·Х/(S + 8) = 0,  

0.14·(1 – e–0.087·S) – 0.065 · Р/(Х + 5.7) = 0,   

0.0221· Х/(Х + 5.7) – 0.0012 = 0

при разных значениях rG (от 0 до 0.492 мгС/л/час).
Поступить можно, как минимум, двумя раз-

личными способами: 
•  решать непосредственно систему из 3 урав-

нений «в лоб»  — использовать какую-либо 
программу для численного решения систем 
уравнений;

•  свести задачу к численному решению одного 
уравнения (сначала из последнего уравнения 
системы аналитически найдем Х; потом под-
ставим его в первое уравнение, которое ре-
шим численно, в результате чего найдем S; 
и, наконец, подставив полученные значения 
Х и S в среднее уравнение, аналитически 
найдем из него Р).
Множество компьютерных программ раз-

работано для решения как отдельных уравне-
ний, так и их систем (табл. 4). Но первый путь 
кажется более простым и привлекательным, 

Таблица 4. Программы для решения нелинейных алгебраических и трансцендентных уравнений.

Название Язык Метод Литературный источник

Решение уравнения с одной переменной

HALF Алгол Деления отрезка пополам (или 
бисекции, или половинного 
деления, или полуинтервалов)

[Кафаров и др., 1972, с. 197-198]

Bisec Алгол [Агеев и др., 1975, c. 17-18]

0301 Алгол-60 [Маергойз и Реутова, 1973, с. 5, 8]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973, с. 5-7]

б/н Аналитик [Мешалкина,  1980, c. 80-81]

BINBIS Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 154-158]

б/н Алгол Итераций (для уравнения 
f(y) = y)

[Гутер и Резниковский, 1971, с. 72]

Root [Агеев и др., 1975, c. 58-60]

Zeros Алгол Мюллера [Агеев и др., 1975, c. 55-58]

Muller Алгол [Агеев и др., 1981, c. 99-111]

0302 Алгол-60 Хорд (или пропорционаьных 
частей)

[Маергойз и Реутова, 1973а, с. 9, 12]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973а, с. 9-11]

б/н Алгол Хорд и касательных [Гутер и Резниковский, 1971, с. 69-70]

0304 Алгол-60 Итерационный процесс 
Эйткена-Стеффенсена с 
ускоренной сходимостью

[Маергойз и Реутова, 1973с, с. 17, 19-20]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973с, с. 17-19]

б/н Фортран Ньютона (или 
Ньютона-Рафсона)

[Shoup, 1979]

NEWTON Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 169-172]

ZEROIN ANSI 
Standard 
Fortran

Брента [Forsythe et al., 1977]

0303 Алгол-60 М.Л. Рыбакова [Маергойз и Реутова, 1973b, с. 13, 16]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973b, с. 13-15]

Решение систем уравнений

0311 Алгол-60 Простой итерации [Маергойз и Реутова, 1973d, с. 66-67, 70]

Аналитик [Маергойз и Реутова, 1973d, с. 66-69]

0312 Алгол-60 Монте-Карло [Маергойз, 1973, с. 71-74, 84-88]

Аналитик [Маергойз, 1973, с. 71-84]

FALL1,  
FALL2

Фортран Градиента [Кукебаев, 1979] 
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поскольку не надо уметь выполнять никаких 
аналитических преобразований, а достаточно 
просто записать уравнения исходной системы 
по правилам того или иного языка программи-
рования. Однако проблема численного решения 
уравнений (и особенно их систем!) состоит в 
том, что нужно задать либо достаточно хорошее 
приближение к решению, либо (в случае ре-
шения одного уравнения методом половинного 
деления) указать границы, в которых оно нахо-
дится. Поскольку нет уверенности, что удасться 
угадать хорошее начальное приближение для 
исходной системы (т.е. угадать такие значения 
Хо, Sо и Ро, которые в некотором смысле не-
далеко отстоят от решения  — от тройки чисел 
Х, S и Р), то сначала реализуем второй путь.

Выше было показно, что стационарное 
значение Х можно найти по формуле (12): 
Х = 0.0012 · 5.7/(0.34 · 0.065 – 0.0012) = 0.327 мгС/л. 
Проверим найденное значение, подставив его 
в последнее уравнение системы: 0.0221·0.327/
(0.327 + 5.7) – 0.0012 ≈ –9 ·10–7, т.е. получаем 
практически 0, а это значит, что Х = 0.327 мгС/л 
действительно найдено верно. Теперь обратимся 
к первому уравнению системы.

Для определения корня уравнения можно ис-
пользовать итеративный метод бисекции. При 
этом необходимо знать значения аргумента S1 и 
S2, охватывающие корень S: S1

 < S < S2 [Johnson, 
1980, р. 152]. Такое требование (по крайней 
мере в случае нашего примера) кажется более 
простым, чем необходимость указать некое 
«хорошее» начальное приближение к корню. 
Действительно, предположительное значение 
S1 обнаруживается сразу же  — просто исхо-
дя из физического смысла концентрации: она 
не может быть отрицательной, следовательно 
S1

  =  0. Чтобы задать S2, введем обозначение 
α  = μm·(1  – e–k · S) ·Х/Y и с использованием α 
перепишем (15):

rG – α = mm · S · Х/(S + KM).

Найдем отсюда S:

S = (rG – α) · KM/(mm· Х – rG + α).

Если рассматривать S как функцию α, то эта 
функция будет убываюшей: чем α меньше  — 
тем S больше. Следовательно, в качестве S2 мы 
можем взять S при наименьшем  — нулевом  —
значении α1:

1 К сожалению, такой метод выбора S2 будет рабо-
тать только при rG <

 mm·Х, т.е. в нашем примере при 
rG <

 0.425, тогда как стационарные состояния возможны 
вплоть до rG =

 0.492 мгС/л/час. Поскольку исправить 
ситуацию можно многими простейшими путями, то за 
неимением места я не буду на этом останавливаться 
(в конце концов, используемая далее прогрмма ZEROIN 
просто выдает вместо корня значение S2 если пользо-
ватель так неудачно задал S2, что S2  <

 S).

S2 = rG · KM/(mm · Х – rG)  > 
> (rG – α) ·KM/(mm·Х – rG + α)  =  S.

Такой выбор S1 и S2 легко проверить 
для любого частного случая. Пусть, на-
пример, мы хотим найти решение урав-
нения (15) при rG  =  0.2  мгС/л/час. Тогда 
S2  =

  0.2 · 8/(1.3 · 0.327 – 0.2)  ≈  7.11  мгС/л. Если 
подставить S1 в (15), то равенство не будет 
соблюдаться, т.к. в правой части имеем 0.2, а 
0.2 ≠ 0. Но если подставить S2 =

 7.11, то равен-
ство опять не будет соблюдаться, однако теперь 
в правой части имеем 0.2 – 0.14 · (1 – e–0.087 · 7.1

1) · 0.327/0.69  –  1.3 ·7.11·0.327/(7.11+8)  ≈  -0.031. 
Знак числа поменялся! Очевидно, что корень 
действительно заключен где-то между S1 и S2: 
значение S1 оказалось слишком мало и поэто-
му правая часть (15) при подстановке в нее S1 
не упала до нуля, а осталась на уровне 0.2, но 
S2  — слишком велико и поэтому правая часть 
(15) упала ниже нуля.

Теперь, когда мы имеем интервал, в кото-
ром заключен корень уравнения (15), его можно 
легко найти при помощи одной из программ, 
реализующей метод бисекции или метод Брента2 
(табл. 4). Вычислив таким образом S, после этого 
можно очень просто найти Р из (16):

 Р = μm·(1 – e–k · S) · (Х + KХ)/Еm (17)

(кстати, из этой формулы следует, что Р 
ограничено значением μm· (Х + KХ)/Еm  ≈   

≈ 0.14 · 6.027/0.065  ≈  13). Программа, реализу-
ющая описанный алгоритм, помещена ниже в 
табл. П1 (см. ПРИЛОЖЕНИЕ). Решение систе-
мы, состоящей из уравнений (11), (15) и (16), 

графически представлено на рис. 1.

2 Алгоритм бисекции абсолютно застрахован 
от неудачи, но довольно медлителен. Если функ-
ция f(S), нуль которой ищется, достаточно гладкая 
(имеет одну или две непрерывные производные), 
то часто есть возможность значительно сокра-
тить количество вычислений функции по сравне-
нию с методом бисекции. Один из лучших име-
ющихся алгоритмов  — ZEROIN, изобретенный в 
1960-х гг. в Математическом центре Амстердама 
(Ван Вейнгарден, Деккер и др.) и затем улучшенный 
Брентом (1973). Он сочетает безотказность бисекции 
с асимптотической скоростью метода секущих в слу-
чае гладких функций (гарантированно не может быть 
много медленнее бисекции, но быстрей ее, когда f 
является гладкой). Добавочная скорость очень по-
лезна, если вычисление f(S) требует много времени 
[Forsythe et al., 1977, p. 173, 177]. Если отвлечься от 
рассматриваемого довольно простого «ризосферного» 
примера, то кажется вполне реалистичным ожидать, 
что современные модели ПоБиК часто будут порож-
дать весьма сложные уравнения (т.е. весьма сложные 
функции f, на вычисление которых, естественно, бу-
дет уходить много машинного времени).
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Способ Ньютона-Рафсона для нелинейных 
систем уравнений

На практике в классических моделях микро-
биологической кинетики довольно часто удается 
вычленить одно уравнение, аналитически нераз-
решимое относительно единственной перемен-
ной, которое можно решить численно, после 
чего уже удается решить (аналитически) и всю 
систему, как это было показано в предыдущем 
разделе на примере модели ризосферы. Но по-
нятно: нет гарантии, что так можно будет по-
ступить всегда. Более того, интуитивно ясно, 
что для сложных моделей реальных природных 
систем, скорее всего, это не пройдет и нам ну-
жен какой-то универсальный способ.

Обозначая через х вектор-столбец (х1, …, хn)T, 
можно записать уравнения в виде f1(х)  =  0, 
f2(х)  =  0, …, fn(х)  =  0. Или, вводя для вектора-
столбца функций (f1, …, fn)T, обозначение f, мо-
жем записать всю систему в компактной форме

 f(х)  =  0. (18)

Если могут быть вычислены все частные 
производные функций fi по переменным хj, то 
можно применить метод Ньютона. Пусть J(х) 
обозначает матрицу Якоби; ее элемент Ji,  j есть 
значение производной дfi/дхj в точке х. Метод 
Ньютона начинает с произвольного хо. Далее, 
функцию f линеаризуют в точке хо, разлагая ее 
в ряд Тэйлора и удерживая лишь члены нулевой 
и первой степени [Forsythe  et al., 1977]:

f(х)  =  f(хо)  +  J(хо) · (х – хо).

Обозначая вектор поправок к решению 
Δ = х – хо и учитывая, что должно выполняться 

(18), получаем для Δ систему линейных алге-
браических уравнений: J(хо)·Δ  =  –f(хо). 

Более точные, чем хо, значения корней: 
х1  =  хо  +  Δ. Дальнейшие поправки можно по-
лучить тем же путем, отправляясь от точки х1 
[Гутер  и Резниковский,  1971,  с.  104]. В общем 
случае, имея хk, находят хk+1  =  хk  +  Δk+1, по-
лучая поправку Δk+1 решением линейной си-
стемы J(хk) · Δk+1  =  f(хk) [Forsythe  et al.,  1977]. 
Понятно, что этот процесс можно продолжать 
бесконечно, поэтому возникает естественный 
вопрос: когда следует остановиться? Когда мож-
но считать, что решение найдено (и дальнейшее 
его уточнение бессмысленно) или, напротив, 
что найти решение не получается и поэтому 
дальнейшее применение вышеописанного ал-
горитма все равно не имеет смысла? 

А.И.  Кукебаев [1979,  c.  320-322] заканчива-
ет вычисления когда скалярное произведение 
f · f  <  EPS1 (решение найдено), либо когда 
k > К, где К — допустимое число итераций (ре-
шение не может быть найдено). К.  Джонсон 
[Johnson, 1980, р. 237] принимает К = 20. Я ре-
ализовал вышеописанный метод Ньютона-
Рафсона с условиями окончания вычислитель-
ного процесса по Кукебаеву-Джонсону в виде 
подпрограммы NEWRAF (и ряда вспомогатель-
ных подпрограмм для нее — см. табл. П2 и П3 
в Приложении). В программе NERA (табл. П2) 
данный метод применен к расчету стационар-
ной однородной модели ризосферы, содержа-
щей уравнения (11), (15) и (16). 

На сходимость метода Ньютона суще-
ственно влияет выбор начального приближе-
ния [Бененсон  и  др., 1981,  с.  23]. К счастью, 

Рис. 1. Стационарная однородная модель ризосферы: решение уравнений (11), (15) и (16).

Биомасса микробов не приводится, т.к. она, согласно данной модели, не зависит от rG (при значениях 
параметров, приведенных в табл. 3, Х  =  0.327  мгС/л).
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обычно из каких-то простых физических или 
(в нашем случае) биологических соображений 
удается предположить «достаточно хорошие» 
начальные приближения, т.е. такие, которые 
обеспечат сходимость метода. В рассматривае-
мом примере не просто хорошее, а, можно ска-
зать, прекрасное приближение к Х находим по 
формуле (12). Начальные прибижения к S и Р 
очень легко получить в частном случае rG → 0, 
исходя из биологического смысла. Если в си-
стему не подается субстрат (при rG = 0), то его 
там и не может быть в стационарном состоянии, 
следовательно S =  0. Имея Х и S, находим по 
формуле (17) начальное приближение к Р: оно, 
как и S, оказывается нулевым. Предположим, 
мы хотим найти решение системы уравнения 
(11), (15) и (16) при rG =

 0.2 мгС/л/час. Исходя 
из выбранного начального приближения (S = 0, 
Х =  0.327 и Р  =  0), NERA находит решение 
(S = 5.557, Х = 0.327 и Р = 4.979) всего за 4 ите-
рации (табл. 5).

Решение проблемы выбора начального 
приближения в общем случае: 
метод продолжения

К сожалению, ясно: нет гарантии, что 
всегда легко можно найти хорошее начальное 
приближение. Более того, интуитивно понят-
но, что чем сложнее будут модели реальных 
природных систем, тем труднее будет опре-
делить начальное приближение, обеспечива-
ющее сходимость. Наигранное бодрячество 
Форсайта и др. [Forsythe et al., 1977]: «На прак-
тике можно подчас, итерируя с мужеством и 
оптимизмом, найти корень…», вряд ли может 
удовлетворить советских ученых, не привык-
ших полагаться на «авось». Очевидно, что не-
обходим какой-то универсальный способ. И он 
существует!1

1 Для того чтобы, стартуя с плохого приближе-
ния, излагаемый далее «метод продолжения» мог бы 
найти решение, необходимо выполнение некоторых 
условий, накладываемых на функции, задающие 
уравнения. К сожалению, автор не рассматривает 
эти условия и даже не упоминает об их существова-
нии, что создает иллюзию абсолютной универсаль-
ности метода продолжения. И хотя условия эти не 
слишком ограничительны, строго говоря, универ-
сальным метод продолжения, все же, не явля-
ется. Заинтересованный читатель может познако-

Область сходимости можно расширить, ис-
пользуя метод продолжения. Суть его состоит 
в следующем. Вместо одного отображения f(х) 
вводится целое семейство их:

Н(х,  Т) = Т · f(х) + Fo(х, Т)·(1 – Т),

где Т  ∈  [0,  1], а функция Fo при Т  =  0 долж-
на быть близка к линейной относительно х. 
Таким образом, Н(х, 0) = Fo(х, 0), Н(х, 1) = f(х) 
[Бененсон и др., 1981, с. 23]. Итак, в методе про-
должения вместо задачи f(х) = 0 решается задача 
Н(х,  Т)  =  0, т.е. Т · f(х)  +  Fo(х,  Т)·(1 – Т)  =  0. 
Пусть мы имеем произвольное начальное 
приближение хo, такое, что метод Ньютона-
Рафсона, используя это приближение, не может 
найти решение. Если положить Т = 0, то задачу 
0 · f(х1)  + Fo(х1,  0)·(1 – 0)  = Fo(х1,  0)  =  0 можно 
решить, поскольку функция Fo выбрана так, 
что при Т  =  0 она близка к линейной (более 
того, ничто не мешает нам для гарантирован-
ной сходимости выбрать ее не просто близкой к 
линейной, а в точности линейной). Теперь, ис-
пользуя х1 в качестве начального приближения, 
решим задачу Т1 · f(х2) + Fo(х2, Т1) · (1 – Т1) = 0 
для максимально большого значения Т1   1, 
для которого такую задачу удается решить. 
После этого, используя найденное значение 
х2 в качестве начального приближения, ре-
шим задачу Т2 · f(х3)  +  Fo(х3,  Т2)·(1 – Т2)  =  0 
для максимально большого значения Т2 из интер-
вала (Т1, 1]. Этот процесс следует продолжать до 
тех пор, пока наконец мы получим при Т = 1 ре-
шение задачи 1 · f(х) + Fo(х, 1) · (1 – 1) = f(х) = 0. 
Рассмотрим описанный алгоритм на примере.

Возьмем для нашей системы, состоящей 
из уравнений (11), (15) и (16), очень плохое на-
чальное приближение: Sо

 = 10, Хо
 = 1.5 и Ро

 = 0. 
Используя такое приближение, пограмма NERA 
не сможет найти решение указанных уравнений. 
Тогда, в соответствии с методом продолжения, 
изменим задачу и будем рассматривать, напри-
мер, такие уравнения:

Т ·[rG – μm·(1 – e–k · S) · Х/Y – mm·S ·Х/(S + KM)] + 

+ (S – 10) · (1 – Т) = 0, 

миться с вышеупомянутыми условиями (и вообще 
со многими тонкостями) данного метода, например, 
по превосходной книге [Шалашилин и Кузнецов, 
1999].  — Примечание издателей.

Таблица 5. Итерации метода Ньютона-Рафсона для системы уравнений (11), (15) и (16) при начальном 
приближении S = 0, Х = 0.327 и Р = 0.

Итерация
Значения переменных

Итерация
Значения переменных

S Х Р S Х Р

1 3.395 0.327 3.834 3 5.557 0.327 4.979

2 5.239 0.327 4.870 4 5.557 0.327 4.979
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 Т· [μm · (1 – e–k · S) – Еm· Р/(Х + KХ)] +

 + (X – 1.5) · (1 – Т) = 0, (19)

Т · [Yр/x · Х · Еm/(Х + KХ) – а] + P · (1 – Т) = 0.

Очевидно, что при Т = 1, эти уравнения пре-
вращаются, соответственно, в (15), (16) и (11), 
а при Т = 0 — в простейшую линейную систему

S – 10 = 0,  X – 1.5 = 0,  P = 0.      (20)

Последняя специально была придумана так, 
чтобы ее решением являлось наше неудачное 
начальное приближение (Sо

  =  10, Хо
  =  1.5 и 

Ро
 = 0). Итак, это начальное приближение по-

зволяет получить решение при Т = 0. Попробуем 
теперь получить решение системы (19) при 
Т  =  0.5, используя решение системы (20) в 
качестве начального приближения. Всего лишь 
за 3 итерации получаем решение: S1

  =  11.043, 
Х1

  =  1.414 и Р1
  =  –0.003. К сожалению, если 

попытаться получить решение исходной задачи 
(при Т  =  1), используя S1, Х1 и Р1 в качестве 
начального приближения, то опять ничего не 
получится. Не страшно! Попытаемся (используя 
то же начальное приближение S1, Х1 и Р1) най-
ти решение системы (19) при Т  = 0.75.1 Опять 
буквально за 3 итерации получаем решение: 
S2

 = 12.822, Х2
 = 1.217 и Р2

 = –0.008. Снова по-
пытаемся получить решение исходной задачи 
(т.е. при Т  = 1), используя теперь уже S2, Х2 и 
Р2 в качестве начального приближения. И здесь 
нас ожидает закономерный успех — используя 
S2, Х2 и Р2, NEWRAF за 8 итераций находит 
решение уравнений (15), (16), (11)!

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

(СИСТЕМА D0) 

Пример системы D0: однородная 
нестационарная модель ризосферы

Фактически, прежде чем получить однород-
ную стационарную модель ризосферы, рассма-
тривавшуюся выше, мы уже имели ее нестацио-
нарную модель — систему, включающую в себя 
уравнения (1), (2) и (3). В качестве примера 
далее рассматриваются расчеты по этой модели, 
в которой μ, m и E приняты в виде (14), (8) 
и (7), соответственно2, а численные значения 
параметров взяты из табл. 3. С математической 

1 Почему при Т = 0.75? Потому что при Т = 0.5 мы 
смогли найти решение, а при Т  =  1  — нет, хотя нам 
нужно именно решение при Т = 1. Двигаясь от Т = 0.5 
к нашей цели (Т  = 1), естественно попробовать найти 
решение в середине этого интервала, т.е. при Т = 0.75.

2 Разумеется, в эти формулы вместо стационар-
ных концентраций X и S следует теперь подставлять 
нестационарные x и s, соответственно.

точки зрения данная модель представляет собой 
систему обыкновенных ДУ. Если в начальный 
момент времени (t  =  0) мы зададим значения 
s(0), х(0) и р(0), то сможем рассчитать дальней-
шую динамику — s(t), х(t) и р(t). Это — задача 
Коши. Для ее численного решения в литературе 
имеется множество компьютерных программ — 
см. табл.  6.

Проблема жесткости

Проблемы, с которыми салкивается при-
менение вычислительных методов в задачах 
эволюции биологических систем, сообществ, 
популяций (и уравнения, на которых оно ос-
новано), встречаются весьма часто и при ана-
лизе широкого круга задач химической кине-
тики, эволюции физических систем и т.п.3. 
Особенность таких систем состоит в том, что 
временные характеристики различных перемен-
ных существенно отличаются друг от друга: для 
кинетических систем такого типа характерно 
наличие быстро и медленно меняющихся пере-
менных [Полак  и  др., 1984,  с.  3,  130].

Для динамических систем можно оценить 
постоянные времени, которые определяют 
длительность переходных процессов и устой-
чивость алгоритмов численного интегрирова-
ния [Бененсон  и  др.,  1981,  с.  121]. Наличие 
быстрой и медленной подсистем определяет 
трудности, возникающие при численном ре-
шении задачи [Полак  и  др.,  1984,  с.  130]. Так, 
полное время переходного процесса в системе 
определяется наибольшей постоянной времени 
(τmax). С другой стороны, устойчивость наибо-
лее распространенных явных методов интегри-
рования (Эйлера, Рунге-Кутта различных по-
рядков и др.) нарушается уже при некотором 
превышении шагом интегрирования величины, 
имеющей порядок наименьшей постоянной 
времени (τmin) [Бененсон  и  др.,  1981,  с.  121]. 
Постоянная времени для решения ДУ  — это 
время, необходимое для уменьшения значе-
ний решения в е раз. Например, уравнение 
dy/dt = –λ · y имеет решение y(t) = С · е–λ·t. Если 
λ  >  0, то y уменьшится за время 1/λ в е раз4 
[Forsythe  et  al., 1977]. Для линейных систем 
можно оценить собственные значения матрицы 
системы ДУ и соответствующие им постоянные 
времени. Для нелинейной системы исследуется 

3 Это позволяет надеяться на то, что в ПоБиК 
нам не придется каждый раз «изобретать велосипед», 
а можно будет просто освоить тот, на котором давно 
«катаются» физики и химики. 

4  Форсайт и др. утверждают, что y уменьшится в 1/е 
раз, но «уменьшение в 1/е» раз означает, что y возрас-
тет в е раз. Это, конечно, грубая ошибка (впрочем, 
мы давно уже привыкли, что для буржуазных ученых 
ошибки вполне естественны).
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Таблица 6. Программы решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Название Код* Язык Метод Литературный источник

0611 МUп3 Аналитик Нумерова [Дрючина и Геец, 1973, с. 161–164]

Алгол-60 [Дрючина и Геец, 1973, с. 161, 163–165]

0610 МUп2 Милна с разгоном 
по методу 
Рунге-Кутта

[Дрючина,  1973g, с. 153–154, 157–160]

Аналитик [Дрючина,  1973g, с. 153–158]

MLNRK4 Фортран-IV [Белявский и др., 1979, с. 372–374]

MIRK2S МSп2 [Белявский и др., 1979, с. 372–377]

Euler МUп1 Алгол Эйлера [Гутер и Резниковский, 1971, с. 260]

YmE Уточненный метод 
Эйлера

[Гутер и Резниковский, 1971, с. 261]

0602 Аналитик Эйлера-Коши с 
итерациями

[Дрючина, 1973, с. 72–75]

Алгол-60 [Дрючина,  1973, с. 72, 76–77]

RK Алгол Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Гутер и Резниковский, 1971, с. 262]

0608 Алгол-60 Адамса [Дрючина, 1973е, с. 133–134, 137–139]

Аналитик [Дрючина,  1973е, с. 133–138]

PRECOR Фортран-10 Прогноза и 
коррекции

[Johnson, 1980, р. 359–363]

EULER МUа1 Эйлера [Johnson, 1980, р. 348–352]

0601 Аналитик Эйлера-Коши с 
итерациями

[Дрючина и Левченко, 1973, с. 65–69]

Алгол-60 [Дрючина и Левченко, 1973, с. 65, 69–71]

0604 Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Дрючина,  1973а, с. 88, 92–95]

Аналитик [Дрючина,  1973а, с. 88–92]

RUNKUT Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 353–358]

0606 Аналитик Кутта-Мерсона [Дрючина, 1973с, с. 109–113]

Алгол-60 [Дрючина,  1973с, с. 109–110, 113–116]

РУКУ МSп1** Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Емельянов,  1983, c. 72–74]

0609 МSп1 Адамса [Дрючина,  1973f,  с.  140–141, 147–152]

Аналитик [Дрючина,  1973f,  с.  140–148]

0603 МSа1 Алгол-60 Эйлера-Коши с 
итерациями

[Левченко и Дрючина, 1973, с. 78, 83–87]

Аналитик [Левченко и Дрючина, 1973, с. 78–84]

0605 Рунге-Кутта 4-го 
порядка

[Дрючина,  1973b, с. 96–105]

Алгол-60 [Дрючина,  1973b, с. 96–97, 104–108]

RUNGE Фортран-10 [Johnson, 1980, р. 367–373]

Р502 Алгол [Кафаров и др., 1972, с. 375–379]

Runge [Агеев и др., 1975, c. 23–29]

0607 Алгол-60 Кутта-Мерсона [Дрючина,  1973d, с. 117–119, 125–132]

Аналитик [Дрючина,  1973d, с. 109–127]

RKF45 ANSI Standard 
Fortran

Рунге-Кутта-
Фельберга

[Forsythe et al.,  1977]

STIFFC ЖSа1 Фортран Гира [Полак и др., 1984, с. 237–252]

Примечания. 
*Используются следующие значения кодов: «U» или «S» — программа предназначена для решения одного 
уравнения или системы; «а» или «п» — шаг интегрирования автоматический или постоянный; «1» или «2», 
а ткже «3» — соответственно, уравнения 1-го или 2-го порядка, разрешенные относительно старшей произ-
водной, а также уравнение специального вида d2y/dx2 = f(x)·y; «Ж» или «М» — программа, соответственно, 
предназначена или не предназначена для интегрирования жестких уравнений.
**Для этой программы три легко реализуемых алгоритма выбора шага приведены в [Емельянов, 1983, c. 81–82].
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матрица Якоби на каждом шаге интегрирова-
ния [Бененсон  и  др.,  1981,  с.  121], т.е. полу-
чается, что в нелинейном случае «постоянные 
времени» могут изменяться с течением време-
ни. Очевидно, что для нелинейной системы 
ДУ определение «постоянных времени» уже не 
слишком просто. Но, вероятно, грубая их оцен-
ка1 может базироваться всего лишь на анализе 
значений коэфициентов уравнений. Для рассма-
триваемого нами примера из табл. 3 мы имеем 
4 константы с размерностью «1/час»: а = 0.0012, 
Еm = 0.065, mm = 1.3 и μm = 0.14. Соответственно, 
τmax  ~  1/а  ≈ 833.3  часа, а τmin  ~  1/mm  ≈ 0.8  часа. 
Это означает, что самый медленный переход-
ный процесс (отмирание хищников) имеет ха-
рактерное время порядка многих сотен часов 
(и, следовательно, чтобы увидеть все возможные 
переходные процессы в нашей модели, требу-
ется интегрировать ее на интервале многих со-
тен часов (а, учитывая приближенность нашего 
подхода к оценке постоянных времени, лучше 
закладываться на тысячу часов или даже более). 

Системы дифференциальных уравнений, 
описывающие поведение как быстрой, так и 
медленной подсистемы, называются жестки-
ми. Трудности решения жестких задач состоят 
в том, что шаг интегрирования согласуется с 
характерным временем быстрого процесса, в то 
время как характерное время медленного про-
цесса много больше и необходимое число шагов 
интегрирования будет сравнимо с [Полак и др., 
1984, с.  130–131] τmax/τmin.

Большинство стандартных методов не при-
способлено для решения жестких уравнений. 
К  счастью, были изобретены специальные 
методы, оказавшиеся весьма эффективными 
[Forsythe  et al.,  1977]. Для того, чтобы выбор 
шага определялся лишь соображениями точно-
сти, при решении жестких задач Коши исполь-
зуются так называемые А-устойчивые методы 
[Полак  и  др., 1984,  с.  131].

К сожалению, требованию А-устойчивости 
отвечают далеко не все методы и это требо-
вание накладывает серьезные ограничения на 
схему интегрирования. Далквистом было по-
казано, что явный линейный многошаговый 
метод не может быть А-устойчивым, а порядок 
неявного А-устойчивого метода не превышает 2 

1 Считаю нужным еще раз подчеркнуть, что 
это  — очень грубое приближение. Л.С. Полак и 
др. [1984] справедливо указывают (для случая хи-
мической кинетики), что константа скорости сама 
по себе не является оценкой характерного времени 
би- и тримолекулярных процессов. Т.е., если гово-
рить более обще: кинетические параметры ДУ не 
являются оценками характерных времен каких-либо 
процессов, если эти параметры стоят при нелиней-
ных членах уравнений.

[Полак  и  др., 1984, с.  132]. Как известно, не-
явные методы интегрирования в общем случае 
требуют на каждом шаге решить нелинейную 
систему уравнений, т.е. являются обычно более 
трудоемкими при релизации, чем традицион-
ные явные методы интегрирования [Бененсон и 
др., 1981, с. 122]. Однако на практике чаще ис-
пользуются неявные разностные методы, ибо 
они в большей степени обладают свойством 
устойчивости, что позволяет выбирать боль-
ший по сравнению с явными схемами шаг 
интегрирования [Полак  и  др., 1984, с.  135]. 
Порождаемые неявными разностными мето-
дами системы нелинейных агебраических или 
трансцендентных уравнений легко решаются 
программами типа NEWRAF (приведенной в 
табл.  П2 Приложения). Простота использова-
ния таких программ и их высокая эффектив-
ность могут ввести неопытного вычислителя в 
искушение самостоятельно запрограммировать 
какой-либо несложный неявный метод дискре-
тизации дифференциальных уравнений.

Вероятно, простейшим из них является так 
называемый обратный метод Эйлера, вы-
ражаемый формулой yn+1  =  yn  +  h · f (yn+1,  tn+1) 
[Forsythe  et al.,  1977] для решения уравнения 
dy/dt  =  f(y,  t) (здесь yn+1  — искомое значение 
решения при значении независимой перемен-
ной tn+1; yn — известное значение решения при 
значении независимой переменной tn; h — шаг 
интегрирования: h  =  tn+1  –  tn). Но поскольку 
кроме относительно легко решаемой задачи по-
иска корней системы нелинейных уравнений, 
в теории численного решения систем ДУ есть 
еще много различных «подводных камней», то 
лучше использовать разработанное профессио-
налами программное обеспечение (тем более, 
что оно легко доступно).

В последние годы наблюдается особый ин-
терес к так называемым А(α)-устойчивым не-
явным методам интегрирования, у которых 
максимальное значение допустимого шага так 
же определяется не наименьшей постоянной 
времени, а степенью гладкости процессов и 
значениями некоторых параметров метода ин-
тегрирования (порядком метода, точностью и 
т.п.) [Бененсон и др., 1981, с. 122]. O.B. Widlund 
показал, что можно сконструировать неявные 
многошаговые методы 3-го и 4-го порядков, 
обладающие свойствами А(α)-устойчивости. 
Однако может возникнуть ситуация, когда в ре-
шении появляются резко растущие компоненты. 
В задачах химической кинетики такая ситуация 
не редкость  — она встречается при описании 
взрывных процессов [Полак и др., 1984, с. 132]. 
А для ПоБиК эта ситуация вообще совершенно 
обычна — достаточно вспомнить об экспонен-
циальном росте микробов.
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Рис. 2. Нестационарная однородная модель ризосферы: решение уравнений (1)–(3).
(а)  — rG  =

  0.2  мгС/л/час; (b)  — rG  =
  0.5  мгС/л/час, интегрирование методом Гира; 

(с)  — rG  =
  0.5  мгС/л/час, интегрирование обратным методом Эйлера при тех же требованиях к точности, 

что в (b)
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шаг по времени столь мал, что точки местами 
сливаются в непрерывную жирную линию, что 
отображает особенности используемых методов, а 
именно возрастающие требования к точности по 
сравнению с устойчивостью – Примечание издателей).
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Рис. 3. Нестационарная однородная модель ризосферы при периодическом воздействии. В уравнениях 
(1)–(3) теперь принято: rG  =  0.02 · Т · [sin(t · 0.2618 – 2) + 1], а  =  0.0012 · fac, Еm  =  0.065 · fac, mm  =  1.3 · fac,  
μm  =  0.14 · fac, где температура Т  =  10 · [sin (t · 7.1726 · 10–4

  +
  1] и (согласно, [Вавилин и Васильев, 1979, 

с. 16]) fac  =  1.047T – 20
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В таких случаях сама задача Коши уже 
перестает быть устойчивой, поэтому нель-
зя требовать и устойчивости численного ме-
тода. Для преодоления этих трудностей Гир 
ввел требование жесткой устойчивости. Это 
дополнительное к абсолютной устойчивости 
требование обеспечивает точность аппрок-
симации растущего решения [Полак  и  др., 
1984,  с.  132]. Предложенный Гиром алгоритм 
численного интегрирования жестких систем 
ДУ, получил широкое распространение. Этот 
алгоритм основан на использовании линей-
ных многошаговых методов, удовлетворя-
ющих требованиям жесткой устойчивости. 
При решении задачи Коши методом Гира в 
каждой точке выбирается оптимальный по-
рядок метода, обеспечивающий наибольший 
возможный шаг интегрирования [Полак и др., 
1984,  с.  136]. На рис. 2 приведены результаты 
интегрирования методом Гира системы (1)–(3) 
в случае, когда rG =

 0.2 мгС/л/час (рис. 2, а) и 
rG  =

  0.5  мгС/л/час (рис. 2b). В первом случае 
rG  <  0.492  мгС/л/час, следовательно, должно 
достигаться стационарное состояние и оно 
действительно достигается при тех значени-
ях x, р и s, которые уже были определены 
выше (в  разд. «Численно-аналитический…» 
и «Способ Ньютона-Рафсона…») из решения 
системы алгебраических и трансцендентных 
уравнений, соответствующей стационарному 
случаю. Для решения данной (не очень жест-
кой) задачи метод Гира затрачивает лишь на 
27% меньше времени, чем метод Рунге-Кутта 
4-го порядка. Однако это не значит, что метод 
Гира будет выигрывать всегда. На рис. 3 приве-
ден результат интегрирования той же системы 
(1)–(3), но при более реалистичных условиях, 
приведенных в подписи к рис. Синусоида в 
Т учитывает влияние сезонного изменения 
температуры на скорости процессов, а для rG 
при помощи короткопериодичной синусоиды 
учитывается еще и влияние суточного цикла на 
поступление субстрата в ризосферу. Вследствие 
этого τmin определяется теперь уже не внутрен-
ними кинетическими параметрами системы, а 
внешним воздействием (с периодом в 1 сутки). 
Поскольку этим воздействием система все вре-
мя выводится из стационарного состояния, то 
размер шага практически везде определяется 
точностью, а не устойчивостью, следователь-
но, явный метод получает преимущество над 
неявным. В результате, для расчета рис. 3 ме-
тод Гира требует в 8 раз больше времени, чем 
метод Рунге-Кутта 4-го порядка.

В заключение обратим внимание на резуль-
таты расчета при rG  >  0.492  мгС/л/час. Как 
видим (рис.  2, b), стационарное состояние не 
имеет места — система переходит в колебатель-

ный режим. То, что стационарного состояния 
при rG > 0.492 мгС/л/час в данной системе нет, 
было понятно уже из анализа стационарной 
системы, так что полученный теперь резуль-
тат не удивителен. Однако, интегрируя ту же 
самую задачу обратным методом Эйлера, мы 
получаем несколько иное решение (рис. 2с). 
Подобное расхождение в результатах, получен-
ных разными методами, может свидетельство-
вать о серьезных вычислительных проблемах и 
всегда нуждается в тщательном анализе. К со-
жалению, в данном кратком докладе провести 
такой анализ не представляется возможным 
и, приводя рис. 2, с, я лишь хотел обратить 
внимание на то, что численные методы не 
следует вопринимать как некое вошебное 
средство, автоматически решающее любые 
проблемы. Нет! Тем кто хочет применять их в 
ПоБиК придется изрядно потрудиться, прежде 
чем они научатся сходу обходить все «подво-
дные камни».
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Таблица П1. Программа решения нелинейного уравнения, к которому сводится модель ризосферы

Основная программа и функция, задающая 
уравнение

Функция ZEROIN, решающая уравнение 
методом Брента

 PROGRAM ZEROIN1
C СТАЦИОНАРНАЯ МОДЕЛЬ РИЗОСФЕРЫ
C РЕШАЕТСЯ (ОТНОСИТЕЛЬНО P, S, X) СИСТЕМА
C УРАВНЕHИЙ
C            X*YPX*EM/(X+KX) - AL = 0
C   RG-MUM*(1-EXP(-K*S))-MM*S*X/(S+KM) = 0
C      MUM*(1-EXP(-K*S))-P*EM/(X+KX) = 0
C
C МЕТОД РЕШЕНИЯ.
C 1-OE УРАВНЕНИЕ РЕШЕНО АНАЛИТИЧЕСКИ
C ОТНОСИТЕЛЬНО Х,
C 2-ОЕ УРАВНЕНИЕ РЕШАЕТСЯ ЧИСЛЕННО
C ОТНОСИТЕЛЬНО S (ПРИ Х, НАЙДЕННОМ ИЗ 1-ГО
C УРАВНЕНИЯ), 
C 3-E УРАВНЕНИЕ РЕШЕНО АНАЛИТИЧЕСКИ
C ОТНОСИТЕЛЬНО P (ПРИ Х И S НАЙДЕННЫХ ИЗ 1-ГО
C И 2-ГО УРАВНЕНИЙ).

 EXTERNAL F
 REAL A, B, Z, TOL, ZEROIN
 REAL AL,EM,K,KM,KX,MM
 REAL MUM,P,RG,X,Y,YPX
 COMMON /CONSTANTS/ K,KM,MM,MUM,RG,X,Y
C КИНЕТИЧЕСКИЕ КОНСТАНТЫ - ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИ..
C 
C AL (1/ЧАС)    - УДЕЛЬНАЯ СКОРОСТЬ
C             ОТМИРАНИЯ ХИЩНИКА
C EM (1/ЧАС)    - МАКСИМАЛЬНЫЙ МЕТАБОЛИ-
C              ЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ ХИЩНИКА
C K (Л/МГ С)    - ПАРАМЕТР ЗАВИСИМОСТИ
C             ТИСЬЕ M=MM*(1-EXP(-K*S))
C KM (МГ С/Л)    - КОНСТАНТА МИХАЭЛИСА ДЛЯ
C               ПОДДЕРЖАНИЯ
C KX (МГ С/Л)    - КОНСТАНТА ПОЛУНАСЫЩЕНИЯ
C                ХИЩНИКА
C MM (1/ЧАС)    - МАКСИМАЛЬНАЯ УДЕЛЬНАЯ
C              СКОРОСТЬ ПОДДЕРЖАНИЯ
C MUM (1/ЧАС)   - МАКСИМАЛЬНАЯ УДЕЛЬНАЯ
C             СКОРОСТЬ РОСТА МИКРОБОВ
C RG (МГ С/Л/ЧАС) - ИНТЕНСИВНОСТЬ ЭКЗООСМОСА
C Y          - ЭКОНОМИЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ
C              РОСТА МИКРОБОВ
C YPX      - ЭКОНОМИЧЕСКИЙ КОЭФФИЦИЕНТ
C              РОСТА ХИЩНИКА
 DATA AL,EM,K,KM/.0012,.065,.087,8.0/
 DATA KX,MM,MUM,RG/5.7,1.3,.14,.2/
 DATA Y,YPX,A/0.69,0.34,0.0/
C
 X=AL*KX/(YPX*EM-AL)
 B=RG*KM/(MM*X-RG)
 TOL=1.0E-5
 Z=ZEROIN(A,B,F,TOL)
 P=MUM*(1-EXP(-K*Z))*(X+KX)/EM
 PRINT 2,RG,X
2 FORMAT(4X,’RG=’,E12.5,4X,’X=’,E12.5)
 PRINT 4,Z,P
4 FORMAT(4X,’S=’,E12.5,4X,’P=’,E12.5)
 STOP
 END

 REAL FUNCTION ZEROIN(AX,BX,F,TOL)
 REAL AX,BX,F,TOL
C НУЛЬ ФУНКЦИИ F(X) ВЫЧИСЛЯЕТСЯ В ИНТЕРВАЛЕ АХ, ВХ
C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C AX, ВX - ЛЕВЫЙ И ПРАВЫЙ КОНЦЫ ИСХОДНОГО ИНТЕРВАЛА
C F    - ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ, КОТОРАЯ ВЫЧИСЛЯЕТ F(Х) 
C    ДЛЯ ЛЮБОГО Х В ИНТЕРВАЛЕ АХ, ВХ
C TOL  - ЖЕЛАЕМАЯ ДЛИНА ИНТЕРВАЛА НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ
C     КОНЕЧНОГО РЕЗУЛЬТАТА
C ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C ZEROIN - КОРЕНЬ ФУНКЦИИ F В ИНТЕРВАЛЕ АХ, ВХ
C  БЕЗ ПРОВЕРКИ ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ, ЧТО F(АХ) И F(ВХ) ИМЕЮТ
C ПРОТИВОПОЛОЖНЫЕ ЗНАКИ, ZEROIN ВЫЧИСЛЯЕТ НУЛЬ Х В ЗАДАННОМ
C ИТЕРВАЛЕ АХ, ВХ В ПРЕДЕЛАХ ДОПУСКА НА ОШИБКУ
C 4*EPS*ABS(X)+TOL, ГДЕ EPS - МАШИННАЯ ТОЧНОСТЬ.
C    ЭТА ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ ПРИВЕДЕНА В КНИГЕ 
C ФОРСАЙТ И ДР., 1980, С. 180-183.
 REAL A,B,C,D,E,EPS,FA,FB,FC,TOL1,XM,P,Q,R,S
C ВЫЧИСЛИТЬ EPS - МАШИННУЮ ТОЧНОСТЬ
 EPS=1.0
10 EPS=EPS/2.0
 TOL1=1.0+EPS
 IF(TOL1 .GT. 1.0) GO TO 10 
 ZEROIN=F(BX)*EPS
C ПРИСВОЕНИЕ НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ
 A=AX
 B=BX
 FA=F(A)
 FB=F(B)
C НАЧАТЬ ШАГ
20 C=A
 FC=FA
 D=B-A
 E=D
30 IF(ABS(FC) .GE. ABS(FB)) GO TO 40
 A=B
 B=C
 C=A
 FA=FB
 FB=FC
 FC=FA
C ПРОВЕРКА СХОДИМОСТИ
40 TOL1=2.0*EPS*ABS(B)+0.5*TOL
 XM=.5*(C-B)
 IF(ABS(XM) .LE. TOL1) GO TO 90
 IF(FB .EQ. 0.0) GO TO 90
C НЕОБХОДИМА ЛИ БИСЕКЦИЯ
 IF(ABS(E) .LT. TOL1) GO TO 70
 IF(ABS(FA) .LE. ABS(FB)) GO TO 70
C ВОЗМОЖНА ЛИ КВАДРАТИЧНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
 IF(A .NE. C) GO TO 50
C ЛИНЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
 S=FB/FA
 P=2.0*XM*S
 Q=1.0-S
 GO TO 60
C ОБРАТНАЯ КВАДРАТИЧНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
50 Q=FA/FC
 R=FB/FC
 S=FB/FA
 P=S*(2.0*XM*Q*(Q-R)-(B-A)*(R-1.0))
 Q=(Q-1.0)*(R-1.0)*(S-1.0)
C ВЫБРАТЬ ЗНАКИ
60 IF(P .GT. 0.0) Q=-Q
 P=ABS(P)
C ПРИЕМЛЕМА ЛИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
 IF((2.0*P) .GE. (3.0*XM*Q-ABS(TOL1*Q))) GO TO 70
 IF(P .GE. ABS(0.5*E*Q)) GO TO 70
 E=D
 D=P/Q
 GO TO 80
C БИСЕКЦИЯ
70 D=XM
 E=D
C ЗАВЕРШИТЬ ШАГ
80 A=B
 FA=FB
 IF(ABS(D) .GT. TOL1) B=B+D
 IF(ABS(D) .LE. TOL1) B=B+SIGN(TOL1,XM)
 FB=F(B)
 IF((FB*(FC/ABS(FC))) .GT. 0.0) GO TO 20
 GO TO 30
C КОНЧЕНО
90 ZEROIN=B
 RETURN
 END

 REAL FUNCTION F(S)
 REAL S
 REAL K,KM,MM,MUM,RG,X,Y
 COMMON /CONSTANTS/ K,KM,MM,MUM,RG,X,Y
 F=MUM*(1-EXP(-K*S))*X/Y+MM*S*X/(S+KM)
 F=RG-F
 RETURN
 END
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Таблица П2. Программа решения системы нелинейных уравнений стационарной модели ризосферы
Основная программа, вспомогательные 

подпрограммы и функция, задающая уравнения 
системы

Подпрограмма, решающая систему уравнений 
методом Ньютона-Рафсона

 PROGRAM NERA

 EXTERNAL F

 REAL EPS1,X(10)

 INTEGER N,NDIM

C *******************************************

C СЛЕДУЮЩИЕ ДАННЫЕ ЗАДАЮТСЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ..

 DATA EPS1,IFLP,N,NDIM/0.00001,1,3,10/

 X(1)=0.0

 X(2)=0.327

 X(3)=0.0

C КОНЕЦ БЛОКА ДАННЫХ, ЗАДАВАЕМЫХ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ

C *******************************************

 CALL NEWRAF(EPS1,F,IFLP,N,NDIM,X)

 PRINT 14, IFLP, X(1), X(2), X(3)

14 FORMAT(4X,I4,E12.5,1H,E12.5,1H,E12.5)

 END

 SUBROUTINE NEWRAF(EPS1,F,IFLP,N,NDIM,X)

C РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ

С НЬЮТОНА-РАФСОНА 

C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..

C EPS1 - ДОПУСТИМАЯ СУММА КВАДРАТОВ ПОГРЕШНОСТЕЙ 

C      (НЕРАВЕНСТВА ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ УРАВНЕНИЙ 0).

C IFLP - ФЛАГ ВЫВОДА РЕЗУЛЬТАТОВ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ

C      ИТЕРАЦИЙ НА ПЕЧАТЬ (ЕСЛИ IFLP=1). НА

C      ВЫХОДЕ ИЗ NEWRAF В IFLP ЗАПИСЫВАЕТСЯ

C     КОЛИЧЕСТВО ОСУЩЕСТВЛЕННЫХ ИТЕРАЦИЙ. 

C N   - КОЛИЧЕСТВО УРАВНЕНИЙ В 

C      СИСТЕМЕ (= КОЛИЧЕСТВУ НЕИЗВЕСТНЫХ).

C NDIM - МАКСИМАЛЬНАЯ ДЛИНА ВЕКТОРА (НЕ МЕНЕЕ 2*N)

C X   - ВЕКТОР, В ПЕРВЫЕ N КОМПОНЕНТОВ КОТОРОГО

C       ЗАПИСЫВАЮТ НАЧАЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ К

C      СООТВЕТСТВУЮЩИМ НЕИЗВЕСТНЫМ.

 EXTERNAL F

 DIMENSION A(NDIM,NDIM),B(NDIM),FX(NDIM),H(NDIM)

 DIMENSION IPVT(NDIM),X(NDIM),X1(NDIM)

 REAL ABSSUM, FMH, FPH, HF

 INTEGER I, IFLAG, ITER, J, K

 IFLAG=1

 K=20

 ITER=0

16 IF(ITER.LT.K) GO TO 30

 IF(IFLP.EQ.1) PRINT 20,K

20 FORMAT(3X,’MAX. ITERATIONS’,I4,’ARE EXCEEDED’)

 GOTO 250

30 ITER=ITER+1

 ABSSUM=0.0

 DO 50 I=1,N

 FX(I)=F(I,NDIM,X)

 ABSSUM=ABSSUM+FX(I)*FX(I)

50 CONTINUE

 IF(ABSSUM.GE.EPS1) GO TO 63

 IFLAG=0

 GO TO 94

63 DO 75 I=1,N

 CALL FD(I,NDIM,X,F,HF)

 X1(I)=X(I)

75 H(I)=HF

C КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ ЯКОБИАН A(I,J)=DFI/DXJ

 DO 88 I=1,N

 DO 82 J=1,N

 X1(J)=X(J)+H(J)

 FPH=F(I,NDIM,X1)

 X1(J)=X(J)-H(J)

 FMH=F(I,NDIM,X1)

 A(I,J)=0.5*(FPH-FMH)/H(J)

 X1(J)=X(J)

82 CONTINUE

C ФОРМИРУЕМ ВЕКТОР ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ СЛАУ

 B(I)=-F(I,NDIM,X)

88 CONTINUE

 CALL MATDEC(N,NDIM,A,IPVT)

 CALL MATSOL(N,NDIM,A,IPVT,B,X)

 DO 91 I=1,N

91 X(I)=X1(I)+X(I)

94 IF(IFLP.NE.1) GO TO 238

 PRINT 97, ITER, ABSSUM

97 FORMAT(2X,’ITERATION =’,I3, ‘  SSR =’, E12.5)

 PRINT 98

98 FORMAT(6X,’ROOT     LEFT SIDE OF EQUATION’)

 DO 100 I=1,N

 PRINT 200, X(I), FX(I)

100 CONTINUE

200 FORMAT(4X, E12.5, 1H, E12.5)

 PRINT 225

225 FORMAT(2X,’ ‘)

238 IF(IFLAG.EQ.1) GO TO 16

250 IFLP=ITER

 RETURN

 END

 REAL FUNCTION F(I,NDIM,X)

C ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ, В КОТОРОЙ ЗАДАНЫ

С ЛЕВЫЕ ЧАСТИ УРАВНЕНИЙ СИСТЕМЫ

 DIMENSION X(NDIM)

C *******************************************

C СЛЕДУЮЩИЕ ДАННЫЕ ЗАДАЮТСЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ.

 REAL AL,EM,K,KM,KX,MM,MUM,RG,Y,YPX

 DATA AL, EM, K /.0012, .065, .087/

 DATA KM, KX, MM /8.,5.7, 1.3/

 DATA MUM,RG,Y,YPX/.14,.2,0.69,0.34/

 GO TO (300, 310, 320) I

300 F=MUM*(1-EXP(-K*X(1)))*X(2)/Y

 F=RG-F-MM*X(1)*X(2)/(X(1)+KM)

 GO TO 330

310 F=MUM*(1-EXP(-K*X(1)))

 F=F-EM*X(3)/(X(2)+KX)

 GO TO 330

320 F=YPX*X(2)*EM/(X(2)+KX)-AL

C КОНЕЦ БЛОКА ДАННЫХ, ЗАДАВАЕМЫХ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ

C *******************************************

330 RETURN

 END

 SUBROUTINE MACHEP(EPS)

C ВЫЧИСЛЕНИЕ МАШИННОЙ ТОЧНОСТИ (EPS)

 REAL EPS, TOL1

 EPS=1.0

1000 EPS=EPS/2.0

 TOL1=1.0+EPS

 IF(TOL1 .GT. 1.0) GO TO 1000 

 RETURN

 END

 SUBROUTINE FD(I,NDIM,X,F,HF)

C АВТОМАТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ КОНЕЧНО-

C РАЗНОСТНОГО ИНТЕРВАЛА (HF) ДЛЯ

C АППРОКСИМАЦИИ 1-ОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

C

C ПОДПРОГРАММА РЕАЛИЗУЕТ ФОРМУЛУ (8.47) ИЗ

C КНИГИ ГИЛЛ И ДР., 1985, С. 457

 DIMENSION X(NDIM)

 REAL F,HF

 REAL EA,NU,W

 CALL MACHEP(EA)

 NU=1.0

 W=1.0

 HF=20*(NU+ABS(X(I)))

 HF=HF*SQRT(EA/(W+ABS(F(I,NDIM,X))))

 RETURN

 END
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Таблица П3. Вспомогательные подпрограммы линейной алгебры

Подпрограмма, осуществляющая 
LU-разложение матрицы А

Подпрограмма, решающая систему линейных 
алгебраических уравнений с матрицей А, 

обработанной MATDEC
 SUBROUTINE MATDEC(N,NDIM,A,IROW)
C    ЭТА ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ ПРИВЕДЕНА В КНИГЕ C ПОЛАК 

И ДР., 1984, С. 251-252.
 INTEGER NDIM, N
 REAL A(NDIM,N),BIG,FACT,PIVOT,SIZE
 INTEGER I,I11,IPIV,IR,IROW(N)
 INTEGER J,JR,K,L,N11,NR
 IF(N.GT.1) GO TO 1
 A(1,1)=1.0/A(1,1)
 IROW(1)=1
 RETURN

1 DO 2 I=1,N
2 IROW(I)=I
 N11=N-1
 DO 7 I=1,N11
 BIG=0.0
 DO 3 J=I,N
 JR=IROW(J)
 SIZE=ABS(A(JR,I))
 IF(SIZE.LE.BIG) GO TO 3
 BIG=SIZE
 IPIV=J
3 CONTINUE
 IF(IPIV.EQ.I) GO TO 4
 L=IROW(I)
 IROW(I)=IROW(IPIV)
 IROW(IPIV)=L
4 IR=IROW(I)
 PIVOT=1.0/A(IR,I)
 A(IR,I)=PIVOT
 I11=I+1
 DO 6 J=I11,N
 JR=IROW(J)
 FACT=PIVOT*A(JR,I)
 A(JR,I)=FACT
 DO 5 K=I11,N
5 A(JR,K)=A(JR,K)-FACT*A(IR,K)
6 CONTINUE
7 CONTINUE
 NR=IROW(N)
 A(NR,N)=1.0/A(NR,N)
 RETURN
 END

 SUBROUTINE MATSOL(N,NDIM,A,IROW,Y,X)
C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C N    - КОЛИЧЕСТВО УРАВНЕНИЙ В СИСТЕМЕ
C NDIM - МАКСИМАЛЬНАЯ ДЛИНА ВЕКТОРА (НЕ МЕНЕЕ 2*N)
C A    - МАТРИЦА СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ, ОБРАБОТАННАЯ
C       ПОДПРОГРАММОЙ MATDEC (Т.Е. НА ВХОД
C        MATSOL ПОДАЕТСЯ А В ТОМ ВИДЕ, В КОТОРОМ
C        ЕЕ ВЫДАЕТ MATSOL)
C IROW  – ВЕКТОР ПЕРЕСТАНОВОК, ВЫДАВАЕМЫЙ MATSOL
C Y    - ВЕКТОР ПРАВЫХ ЧАСТЕЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
C
C ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ..
C X - ВЕКТОР РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
C
C    ЭТА ПОДПРОГРАММА-ФУНКЦИЯ ПРИВЕДЕНА В КНИГЕ
C ПОЛАК И ДР., 1984, С. 251-252.
 INTEGER N,NDIM
 INTEGER I,I10,IR,IROW(N),J,J11,JR,K
 REAL A(NDIM,N),S,X(N),Y(N)
 IF(N.GT.1) GO TO 8
 X(1)=(1)*A(1,1)
 RETURN
8 IR=IROW(1)
 X(1)=Y(IR)
 DO 10 I=2,N
 IR=IROW(I)
 S=Y(IR)
 I10=I-1
 DO 9 K=1,I10
9 S=S-A(IR,K)*X(K)
10 X(I)=S
 X(N)=X(N)*A(IR,N)
 DO 12 I=2,N
 J=N-I+1
 JR=IROW(J)
 S=X(J)
 J11=J+1
 DO 11 K=J11,N
11 S=S-A(JR,K)*X(K)
12 X(J)=S*A(JR,J)
 RETURN
 END

Примечание издателей: у автора в приведенном выше литстинге в строках комментариев русские слова 
были написаны английскими буквами; для удобства читателей мы дали комментарии по-русски.
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This work represents the materials of the report prepared at the suggestion of N.S. Panikov in 1985–1986, when 

the author was a third-year student at the Faculty of Soil Science, M.V. Lomonosov Moscow State University.

The report contains definitions of direct and inverse problems. A classification of inverse problems and several 

examples of such problems encountered in soil science and biological kinetics are given. The question of the 

ill-posed inverse problems is touched, and the main methods of their solution are briefly listed. The problem of 

identifying a gas source in a soil column by the layer-by-layer mass balance method (based on measurements of 

the dynamics of the concentration field) is considered in detail. This task is shown as a computer program, and 

for others, useful links to programs published in the literature are given.

Keywords: inverse problems, soil biokinetics, ill-posed problems.

Данная работа представляет собой материалы доклада1, подготовленные по предложению Н. С. Пани-

кова в 1985–1986 гг. в бытность автора студентом 3-го курса факультета почвоведения2 МГУ им. М.В. Ломо-

носова.

В докладе приводятся определения прямой и обратной задачи. Дана классификация обратных задач 

и несколько примеров таких задач, встречавшихся в почвоведении и биологической кинетике. Затронут 

вопрос о некорректности обратных задач и кратко перечислены основные методы их решения. Подробно 

рассмотрена задача идентификации источника газа в почвенной колонке послойно-балансовым методом 

(по измерениям динамики концентрационного поля). Эта задача доведена до компьютерной программы, 

а для других даны полезные ссылки на программы, опубликованные в литературе.

Ключевые слова: обратные задачи, почвенная биокинетика, некорректные задачи.

1 Данный доклада был подготовлен для выступления на 2-й Выездной зимней школе факультета почво-
ведения МГУ (Пущино, 1986 г.), но по имеющейся у нас информации автор там не выступал. Публикуемый 
ныне текст восстановлен нами по сохранившимся наброскам и черновикам (здесь же заметим, что в связи 
с этим одному из издателей пришлось, во-первых, собственоручно переделать рис.  2, используя совре-
менные технические средства, ибо в «рукописи» он был выполнен наскоро от руки и, во-вторых  — в 
тесном контакте с автором  — во многих литературных ссылках было добавлено указание на конкретные 
страницы, поскольку автором номера страниц в большинстве случаев указаны не были). Кроме того, нами 
были сокращены чрезвычайно подробные описания ряда методов, которые все равно лучше описаны в 
специальной математической литературе, а ссылки на литературу были оформлены по правилам данного 
журнала. При этом объем статьи стал почти таким, который соответствует правилам журнала для раздела 
«Обзоры и лекции» (мы посчитали, что доклад на студенческой Школе ближе всего к лекции, и поэтому 
он должен быть опубликован именно в этом разделе). Поскольку не удалось найти оригинальную распе-
чатку первоначальной компьютерной программы, мы привели версию, созданную двумя годами позднее. 
Отличие этой версии от исходной состоит в более совершенной процедуре минимизации POISK-4, взятой 
из [Крутько  и  др.,  1988,  с.  272–275] (насколько известно, в первоначальной версии вместо нее использо-
вался метод Хука-Дживса, работавший не слишком хорошо, из-за чего автор от него быстро отказался и 
в конце 80-х  — начале 90-х годов для решения оптимизационных задач использовал POISK-4, а в даль-
нейшем  — метод Нелдера-Мида).  — Примечание издателей (к.б.н. Д.В.  Ильясова и М.В.  Янина).

2 Параллельно М.В. Глаголев обучался по индивидуальному учебному плану на факультете вычисли-
тельной математики и кибернетики МГУ им. М.В. Ломоносова.  — Примечание издателей.
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При виде лис во мраке
привиделись вам раки.

Бонифаций и Герман Лукомников1

ВВЕДЕНИЕ

Понятие обратной задачи

Опираясь на диалектический материализм, 
почвоведение, как самостоятельная наука, раз-
работало свои собственные, характерные толь-
ко для этой отрасли знания методы и приемы 
исследования. Однако также почвоведение 
широко пользуется новейшими методами, за-
имствованными из основных смежных дис-
циплин  — физики, химии, биологии и др. 
В частности, в последние годы в почвоведении 
разрабатываются методы электронно-математи-
ческого моделирования процессов. Поскольку 
почвы рассматриваются советским почвоведе-
нием как образования, находящиеся в непре-
рывном развитии [Ковда,  1973], то в первую 
очередь речь идет о математических моделях 
физической, химической и биологической ки-
нетики. 

Имеется большое число работ, посвященных 
построению систем кинетических уравнений2 
конкретных микробиологических и почвенных 
процессов [Фишман и др., 1969; Мироненко и 
Пачепский,  1980; Бондаренко  и  др.,  1981; 
Гончар-Зайкин  и  др.,  1981; Паников, 1984; 
Бирюков  и Кантере,  1985]. Но для одной и 
той же математической модели может быть по-
ставлено две принципиально различных задачи: 
прямая и обратная.

Как известно, деление задач на прямые и 
обратные опирается на то, как они ориенти-
рованы по отношению к направлению причин-
но-следственной связи: по ходу последней или 
против хода [Преображенский и Пикалов, 1982]. 
Иначе говоря, если по причине нам нужно 
рассчитать следствие, то это  — прямая 

1 Поскольку из набросков доклада было видно, 
что ему предполагалось предпослать некий эпиграф, 
но самого эпиграфа мы не обнаружили (и даже автор 
не мог его вспомнить), мы выбрали из списка люби-
мых эпиграфов Михаила Владимировича тот, кото-
рый, на наш взгляд, отражает (хотя и никчемными 
— поэтическими —– средствами) специфику некор-
ректных обратных задач интерпретации и идентифи-
кации. Впрочем, именно этот эпиграф никак не мог 
быть в реальности предпослан докладу, ибо появил-
ся, по всей вероятности, позднее 1986 г. (выдающий-
ся российский поэт Бонифаций-Лукомников начал 
выступать лишь с конца 1980-х гг.).  — Примечание 
издателей.

2 Такие уравнения связывают скорость процесса с 
параметрами, от которых она зависит, т.е. с концен-
трацией, температурой и др. [Безденежных, 1973, c. 8].

задача. Но если по следствию нам нужно 
«рассчитать причину», то это  — обрат-
ная задача.

Например, прямой задачей будет являться 
расчет динамики потребления крахмала по-
чвенными микроорганизмами, исходя из из-
вестных кинетических параметров микробов. 
Действительно, причиной наблюдаемой дина-
мики потребления крахмала являются свойства 
микроорганизмов, количественным выражением 
которых являются соответствующие кинетиче-
ские константы. А динамика потребления крах-
мала  — следствие того, что микроорганизмы 
имеют именно такие кинетические параметры. 
В частности, если бы максимальная удельная 
скорость роста была больше или экономический 
коэффициент был бы меньше, то потребление 
питательного субстрата происходило бы бы-
стрее. Наблюдаемая в эксперименте динамика 
потребления крахмала является следствием того, 
что кинетические константы именно таковы. 
И раз мы по причине (т.е. по значениям ки-
нетических констант) рассчитываем следствие 
(динамику концентрации крахмала), значит, мы 
решаем прямую задачу.

Но можно поставить задачу и наоборот: 
пусть необходимо по известной динамике 
потребления крахмала найти такие значения 
кинетических констант, которые бы ей соот-
ветствовали (соответствовать будут далеко не 
любые значения, например, слишком большая 
удельная скорость роста привела бы к тому, 
что крахмал потребился бы быстрее, чем это 
наблюдалось в реальном эксперименте). В этом 
случае задача поставлена так, что по следствию 
(динамике концентрации крахмала) мы пыта-
емся рассчитать причину (значения кинетиче-
ских параметров микробов), т.е. решаем об-
ратную задачу.

Будем использовать компактную и облада-
ющую общностью запись в виде операторного 
уравнения 1-го рода

 А(у) = f,    у ∈ Y,    f ∈ F,  (1)

где у и f  — искомая и известная функции; 
Y и F  — некоторые гильбертовы простран-
ства; А  — непрерывное отображение Y в F 
[Верлань  и  Сизиков,  1978,  с.  136–137]. В этой 
записи у соответствует характеристике причи-
ны, а f  — характеристике следствия (поэтому 
для краткости у будем называть «причиной», 
а f  — «следствием»; отображение А позволяет 
для любой «причины» у рассчитать «следствие» 
f. В общем случае у и f могут быть функци-
ями совершенно разных аргументов, поэтому 
формально запишем: у = у(s),  f = f(x), где 
a  ≤  s  ≤  b, с  ≤  x  ≤  d.
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Типы обратных задач

В современной литературе термин «обратные 
задачи» используется для различных типов за-
дач. В Марчук [1980, с.  333] рассматривается 
два типа:

1) «Обратные эволюционные задачи» — за-
дачи определения состояния некоторого про-
цесса в предыдущие моменты времени.

2) Задачи, в которых требуется восстано-
вить оператор с известной структурой, но с 
неизвестными коэффициентами, подлежащими 
определению на основе информации о функ-
ционалах от решений (сюда относятся очень 
широко распространенные задачи определения 
численных значений коэффициентов математи-
ческих моделей в том случае, когда вид урав-
нений модели задан).

К этим типам задач можно добавить, как 
минимум, еще три:

3) Несколько усложняя задачу 2-го типа, 
можно потребовать восстановить оператор 
с известной структурой, но с неизвестными 
функциями. Среди широко распространенных 
задач этого типа упомяну решение интеграль-
ных уравнений 1-го рода (ИнУПеР).

4) Обобщая задачу 2-го типа, придем к еще 
более сложной постановке: на основе инфор-
мации о функционалах от решений требуется 
восстановить оператор с неизвестной структу-
рой (т.е., фактически, речь идет о построении 
уравнений математической модели для адекват-
ного описания экспериментальных данных).

5) Задача управления.

Логично предположить, что разные типы 
обратных задач потребуют для своего реше-
ния различных методов. Действительно, в 
задачах 1-го и 3-го типов нам необходимо 
найти функцию, в задачах 2-го типа — набор 
чисел (параметров уравнений), а в задачах 
4-го типа  — систему уравнений. К сожа-
лению, в кратком докладе невозможно под-
робно осветить все столь разнородные задачи, 
поэтому ниже я лишь приведу отдельные при-
меры задач, перечислю (только перечислю!) 
некоторые методы их решения, а основное 
внимание уделю одной частной задаче, по-
ставленной С. В. Каспаровым и выдающимся 
советским почвоведом О.  И.  Минько.

Используемые сокращения

б/н  — без названия;
ИнУПеР  — интегральные уравнения 1-го 

рода;
ПоБаС  — послойно-балансовый способ;
СКО  — сумма квадратов отклонений;
СЛАУ  — система линейных алгебраических 

уравнений;

НеЗ  — некорректная задача;
НеП  — неустранимая погрешность;
ОЗ  — обратная задача;
ЦВМ — цифровая вычислительная машина.

ПРИМЕРЫ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ 

В ПОЧВОВЕДЕНИИ И БИОКИНЕТИКЕ

Тип 1: эволюционные обратные задачи

Типичным примером эволюционной ОЗ мо-
жет служить задача об определении начального 
распределения температуры в почве, если из-
вестно температурное поле к данному моменту 
времени (а также известны теплофизические 
характеристики почвы и граничные условия). 
Здесь под «начальным» моментом времени я 
подразумеваю некоторый заданный момент 
времени, предшествующий тому, когда про-
водятся измерения. 

Совершенно аналогично обратная задача та-
кого типа может быть поставлена и для других 
полей, например, для поля концентраций како-
го-либо газа: определить начальное распределе-
ние газа в почве, если известно поле концен-
траций этого газа к данному моменту времени 
(а также известны граничные условия и, так 
сказать, «газофизические» характеристики по-
чвы  — воздухопроницаемость, коэффициент 
диффузии и др.). 

Тип 2. Косвенная идентификация 
параметров по экспериментальным данным 

Пожалуй, на сегодня эта задача встречается в 
практике кинетических исследований чаще все-
го. Именно по этой причине я коснусь ее очень 
кратко, ибо задача эта изучена «вдоль и по-
перек» в чрезвычайно обширной литературе — 
см., например, [Безденежных, 1973, с. 115–249; 
Полак  и  др.,  1984,  с.  159–172; Rosenbrock and 
Storey,  1966, chapter  8].

Коэффициенты системы уравнений нахо-
дятся из экспериментальных данных. Задача 
нахождения коэффициентов, наилучшим об-
разом приближающих модель к эксперимен-
тальным данным реального процесса доволь-
но сложна. Наиболее целесообразно свести 
ее к задаче минимизации суммы квадратов 
отклонений измеряемых значений и рассчи-
танных по модели, а для нахождения мини-
мума применить градиентные методы нели-
нейного программирования с использованием 
ЦВМ [Фишман  и  др.,  1969,  с.  225]. Техника 
наименьших квадратов (и ее обобщение  — 
метод среднеквадратичного приближения) 
разработана достаточно хорошо [Березин и 
Жидков, 1966,  с.  310–360; Кафаров  и  др., 
1972, с.  319–346; Безденежных, 1973, с. 150–
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158, 164–171; Калиткин, 1978, с. 51–65; Shoup, 
1979,  chapter  8  (8.3); Huber, 1981, chapter 7]. 
Однако поскольку чебышевская норма сильнее 
нормы Lp, то принято считать, что равномерная 
аппроксимация лучше аппроксимации в сред-
нем, поэтому поиску равномерных (и особенно 
наилучших равномерных) приближений посвя-
щено много работ [Микеладзе, 1953, гл. 5; Collatz, 
1964, §26; Березин и Жидков, 1966, с. 270–309; 
Ляшко  и  др.,  1977, с. 73–78; Калиткин,  1978, 
с.  66–69; Глушков  и  др., 1983,  с.  189–192]. 
Впрочем, кроме суммы квадратов разностей 
между экспериментальными и модельными 
данными (в методе наименьших квадратов) и 
чебышевской нормы (в методе равномерного 
приближения), при решении обратной кинети-
ческой задачи используются и другие функцио-
налы, примеры которых см. в [Микеладзе, 1953, 
с.  148–149,  242–243; Rosenbrock  and  Storey,  1
966,  chapter  8:  eq.  (11); Кафаров  и  др., 1972, 
с. 297–299, 315; Безденежных, 1973, с. 234–239; 
Данилина  и  др.,  1976, с.  247; Cornish-Bowden, 
1976, chapter 10 (10.3); Кафаров и др., 1979, с. 72–
73; Блохина и Угодчиков, 1980, с. 144; Димитров, 
1982, с.  196–202; Глушков  и  др., 1983,  с.  197; 
Полак  и  др., 1984,  с.  161–162].

К сожалению, т.к. в реальном случае экс-
перимент проводится в течение ограниченного 
времени, то, с одной стороны, это время может 
оказаться недостаточно большим, чтобы опреде-
лить константы скорости медленных процессов, 
а с другой  — временное разрешение экспери-
ментальных измерений может оказаться недо-
статочным для определения констант скорости 
быстрых процессов; может также возникнуть 
ситуация, когда имеют место оба этих случая 
одновременно [Полак и др., 1984, с. 160]. Вряд 
ли тут что-то можно сделать чисто математи-
ческими средствами — необходима постановка 
хорошо продуманных экспериментов, позволя-
ющих надежно вычислить каждый параметр мо-
дели (для уменьшения числа потребных опытов 
целесообразно использовать при исследовании 
процесса специальные методы планирования 
эксперимента [Фишман  и  др.,  1969, с.  225; 
Безденежных, 1973, с.  215–234]).

Тип 3. Интегральные уравнения 1-го рода

К таким уравнениям относится довольно 
много естественно-научных моделей, на кото-
рых я останавливаться не буду, поскольку, во-
первых, им посвящена богатая литература — см., 
например, [Верлань  и  Сизиков,  1978,  с.  138–
142; Воскобойников  и  др.,  1984,  с.  15–30], а, 
во-вторых, в почвенной биокинетике мне та-
кие модели не известны и, смею предположить, 
если они там существуют, то не имеют широко-
го распространения.

Тип 4: общая обратная задача кинетики
Кинетическая ОЗ, о которой речь шла выше 

в разд. «Тип  2. Косвенная идентификация па-
раметров по экспериментальным данным», со-
стоящая в том, чтобы по экспериментальным 
данным найти численные значения параметров 
заданной математической модели, может быть 
названа «частной обратной кинетической за-
дачей» или «обратной кинетической задачей 
идентификации параметров».

Решение общей кинетичексой ОЗ со-
стоит в построении модели, описывающей 
имеющийся экспериментальный материал. 
Математически выбор такой модели означает 
построение и запись правой части системы 
дифференциальных уравнений. Следовательно, 
необходимо сформулировать предположения 
о наборе компонент, участвующих в про-
цессе и о типе кинетического закона [Полак 
и др., 1984, с. 159]. Но мне кажется, что обычно 
в естественных науках на задачи 4-го типа не 
обращают особого внимания, записывая мате-
матические модели, исходя из фундаментальных 
физических законов, как правило  — законов 
сохранения. Эти законы, безусловно, приме-
нимы и для построения моделей почвенной 
биокинетики. 

Для микробиологических процессов около 
300 кинетических законов собрано в только 
что вышедшей прекрасной книге [Бирюков  и 
Кантере, 1985, табл. 22–29]. Однако существует 
известный произвол в подробности описания, 
и где тут следует остановиться  — каждый ис-
следователь решает для себя сам. К сожалению, 
обычно это решение принимается весьма про-
извольно. Печальный опыт показывает, что ча-
сто модели оказываются существенно «сложнее» 
той экспериментальной информации, которая 
используется для их проверки. Можно по-
яснить это на следующем несколько утриро-
ванном примере: микробиолог, знающий, что 
изучаемые им бактерии покрыты жгутиками, 
пытается в модель потребления субстрата «за-
сунуть» и этот факт, подробно выписывая чле-
ны активного движения биомассы бактерий в 
соответствующем уравнении неразрывности. 
Формально  — все правильно. Но имеющиеся 
у него куцые экспериментальные данные по 
убыли питательного субстрата никоим образом 
не позволяют отличить эту ситуацию от гораз-
до более простой — той, в которой микроорга-
низмы к собственному активному движению в 
среде не способны.

Одной из главных проблем при решении 
обратной кинетической задачи является опре-
деление набора параметров, значения которых 
могут быть найдены для данной кинетической 
схемы на основе имеющейся эксперименталь-
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ной информации. Если при решении кинети-
ческой ОЗ закладывается сложный механизм, 
состоящий из большого числа стадий, то, как 
правило, могут быть определены некоторые 
комбинации неизвестных констант, а не сами 
эти константы [Полак  и  др., 1984,  с.  160]. По 
сути дела, такая ситуация говорит о необходи-
мости упрощения уравнений модели. И, соб-
ственно говоря, тогда именно в этом и будет 
состоять решение общей обратной кинетиче-
ской задачи: найти такую структуру математи-
ческой модели (такие уравнения), чтобы они 
адекватно описывали экспериментальные дан-
ные, но не были бы «сложнее» этих данных, т.е. 
чтобы все члены уравнений модели надежно 
идентифицировались при помощи имеющихся 
экспериментальных данных. Некоторые общие 
подходы к решению задач с точки зрения по-
иска максимально простой адекватной модели, 
в достаточной мере обеспеченной имеющейся 
экспериментальной информацией (при задан-
ной точности этой информации), можно найти 
в [Марчук,  1980,  с.  356–375].

Тип 5: задача управления

Такие задачи характерны для промышленной 
микробиологии  — см., например, [Бирюков  и 
Кантере,  1985,  с.  197–270], однако и в по-
чвенной биокинетике они могут встретиться, 
например, при разработке оптимальных био-
технологических процессов очистки почв от не-
желательных компонентов, в частности, загряз-
нений. Впрочем, если отвлечься от основной 
темы доклада и посмотреть несколько шире, то 
следует отметить, что вообще в почвоведении и 
земледелии сфера приложения задач управле-
ния гораздо шире и не сводится к одной только 
биокинетике. 

Так, например, Куртенер и Чудновский 
[1979, с.  85–96] рассмотрели задачи тепло-
вой мелиорации, связанные с расчетом такого 
управления нагревательными устройствами, 
при котором разогрев почвы происходил бы 
как можно быстрее или за заданное время. 
Кроме того, успешно решаются общие задачи 
управления оросительными системами  — опе-
ративное водораспределение в комплексе с 
автоматизацией полива сельскохозяйственных 
культур. На осушительно-увлажнительных си-
стемах разработки автоматического регулиро-
вания значительно отстают (по сравнению с 
оросительными системами). Тем не менее в 
настоящее время разработана схема регули-
рования также и для осушительно-увлажни-
тельных систем [Коваленко, 1983, c.  16–19]. 
Сиднева  и  Яковлева [1985] изучили управле-
ние известкованием почв. Есть перспективы и 
у решения задачи управления солепереносом: 

моделирование сезонной динамики солей с уче-
том структуры миграции позволит выявить воз-
можности управления солевым режимом почв, 
в особенности богарных [Козловский,  1977]. 

Значительное число работ было посвя-
щено задачам управления плодородием и 
запасами гумуса (как материального инди-
катора абстрактного «плодородия»). Так, 
Лисецкий  и  Швебс  [1985] построили модель 
ресурсов плодородия почвы, которая позволи-
ла разработать процесс непрерывного управ-
ления состоянием почвенного ресурса, чтобы 
обеспечить поддержание плодородия на за-
планированном уровне. Журавлев  и  др.  [1985] 
разработали классификатор типовых вариантов 
управления режимами воспроизводства гумуса 
в неоднородном почвенном покрове. Близкая 
задача выработки структуры управляющих 
воздействий, направленных на оптимизацию 
основных почвенных режимов и формирова-
ние окультуренных разновидностей почв с за-
данными свойствами и составом упомянута в 
[Носко  и  др.,  1985].

ПРОБЛЕМА НЕКОРРЕКТНОСТИ 

ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ

Корректные, некорректные и условно 
корректные задачи

Понятие корректности было введено 
Адамаром: задача определения решения у по 
заданным входным данным f, связанным между 
собой некоторой функциональной зависимо-
стью у  =  R(f), называется корректной (кор-
ректно поставленной), если:

•  Всякому элементу f ∈ F соответствует реше-

ние у  =  R(f) ∈ Y;
•  Решение определено однозначно;
•  Задача у  =  R(f) устойчива, т.е. для любой 

точности ε можно указать такое δ(ε), что для 
у1 = R(f1) и у2 = R(f2) если ρF(f1, f2) ≤ δ(ε), то 
ρY(у1, у2) ≤ ε (где ρF и ρY — расстояния соот-
ветственно в F и Y), или обратный оператор 
А-1 ≡ R непрерывен на F. Другими словами, 
малым возмущениям входных данных со-
ответствуют малые возмущения реше-
ния.
Если хотя бы одно из этих условий не выпол-

няется, то задача называется некорректной (не-
корректно поставленной) [Верлань и Сизиков, 
1978, с.  136–137]. 

Обратные задачи часто оказывают-
ся в классическом смысле поставлен-
ными некорректно. Малым изменениям в 
регистрируемых функционалах могут соот-
ветствовать большие изменения в решениях 
задач [Марчук,  1980, с.  333]. Для задач иден-
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тификации параметров моделей биокинетики 
это означает, что небольшие изменения из-
меряемых величин (биомасс микроорганиз-
мов, концентраций субстратов, активностей 
ферментов и др.) приводят к существенным 
изменениям параметров (таких как удельные 
скорость отмирания и максимальная скорость 
роста, константы полунасыщения, экономиче-
ские коэффициенты и т.п.). Иначе говоря, раз-
ные наборы биокинетических параметров 
описывают примерно одинаковые биокине-
тические кривые («примерно одинаковые» 
здесь имеет тот смысл, что они, возможно, в 
действительности разные, но при той погреш-
ности с который проводятся наши измерения, 
надежно различить их мы не в состоянии). Это 
можно легко понять на следующем несколько 
утрированном примере. 

Предположим, в почве присутствуют неко-
торые организмы, способные потреблять некий 
субстрат. Пусть имеется математическая модель 
этого процесса, в которую входят два параметра: 
количество этих организмов и их активность 
(которая может меняться от 0  — для мертвых 
микробов — до какого-то предельного значения 
для максимально жизнеспособных микроорга-
низмов). Динамика потребления субстрата будет 
практически одинаковой при большом коли-
честве неактивных организмов и малом коли-
честве активных. Таким образом, однозначно 
идентифицировать численные значения этих 
двух параметров, имея только измерения кон-
центарции субстрата, мы не сможем.

Долгое время некорректные задачи (НеЗ) 
считались неинтересными и исследовались 
мало. Их интенсивное изучение началось в свя-
зи с необходимостью интерпретации геофизиче-
ских данных. Большой вклад в развитие теории 
и методов решения задач, не являющихся кор-
ректными в классическом смысле (по Адамару), 
внесли советские математики. Было показано, 
что решение НеЗ становится устойчивым по от-
ношению к изменениям данных, если наложить 
на множество допустимых решений некоторые 
дополнительные ограничения. Задачи такого 
типа получили название условно корректных 
[Марчук,  1980, с.  333].

Кратко о методах решения 
некорректных задач

В связи с необходимостью построения при-
ближенных решений условно корректных задач 
по приближенным данным было введено поня-
тие регуляризующего семейства по Тихонову, 
суть которого состоит в следующем. Условно 
корректной задаче сопоставляется семейство 
классических корректных задач (регуляризую-
щее семейство), зависящее от параметра («па-

раметра регуляризации»)1, причем при стрем-
лении этого параметра к некоторому пределу 
последовательность решений классически кор-
ректных задач должна стремиться к решению 
интересующей нас условно корректной задачи 
[Марчук, 1980, с. 333–334]. Используются мно-
гочисленные методы регуляризации: Тихонова 
(0-го порядка, или слабой регуляризации; 1-го 
порядка, или равномерной регуляризации; ча-
стичной регуляризации 1-го порядка; 2-го и 
более высоких порядков), Лаврентьева, моди-
фикация метода Тихонова на основе метода 
Лаврентьева [Верлань  и  Сизиков,  1978, с.  143] 
и ряд других способов, в частности, модифи-
кации метода собственных функций. Среди 
последних с методом регуляризации Тихонова 
коррелирует метод квазирешений Иванова, 
а с методом регуляризации Лаврентьева  — 
метод Бакушинского [Верлань  и Сизиков, 
1978,  с.  217–219]. 

Замечу, что получившему наибольшие из-
вестность и распространение методу регуляриза-
ции А. Н. Тихонова предшествовал2 ряд методов 
(в частности, методы Филлипса и Филлипса-
Туоми), которые по структуре алгоритма внеш-
не были весьма близки к способу Тихонова 
[Преображенский  и Пикалов,  1982,  с.  54–71]. 
Если ограничиться только рассмотрением 
минимизируемого функционала, то, на мой 
взгляд, методы Филлипса и Филлипса-Туоми 
это частные случаи регуляризации Тихонова 
(соответственно, 2-го и 3-го порядков). Однако 
выбор параметра регуляризации в этих мето-
дах осуществляется иначе, нежели у Тихонова. 
Вообще же, глядя с весьма общих позиций 
можно сказать, что в методе регуляризации и 
близкородственных ему методах вместо уравне-

1 Наиболее сложным этапом в алгоритмах регу-
ляризации Тихонова и Лаврентьева (как и в мето-
дах Филлипса, Иванова и статистических методах), 
является определение параметра регуляризации 
[Верлань и Сизиков, 1978,  с. 171]. Однако к насто-
ящему времени и этот этап уже довольно хорошо 
разобран в специальной литературе — см., например, 
[Верлань и  Сизиков,  1978, с. 171–191; Калиткин, 
1978, с. 468; Преображенский  и  Пикалов, 1982, 
с. 73–76, 90; Воскобойников и др., 1984, с. 155–168; 
Гончарский  и  др., 1985, с.  21–23].

2 Следует подчеркнуть, что относящиеся сюда 
публикации появлялись необязательно до 1963 г., 
когда вышли из печати основополагающие работы 
А.Н. Тихонова. Развитие более ранних направлений 
исследования некорректных задач продолжалось и 
в дальнейшем, причем под влиянием принципов 
тихоновской регуляризации первоначальные схемы 
методов заметно модифицировались, так что в на-
стоящее время вряд ли возможно провести какую-то 
четкую грань, отделяющую одну группу методов от 
другой [Преображенский  и Пикалов,  1982,  с.  54].
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ния (1) решается некоторое другое уравнение, 
т.е. формально можно считать, что решается 
не исходное уравнение с оператором А, а урав-
нение с некоторым другим оператором, слегка 
измененным относительно А. 

Это изменение должно отвечать требова-
ниям, с одной стороны, малости создаваемых 
таким образом искажений, а с другой  — вне-
сения достаточной априорной информации, 
чтобы задача стала математически корректной. 
В литературе нет четкого разграничения классов 
методов, в основе которых лежит идея искус-
ственного изменения оператора. Однако за их 
частью, относящейся в основном к более ран-
ней стадии исследования неустойчивых задач, 
довольно прочно закрепилось название «метод 
квазиобращения»1. Существует, вообще говоря, 
бесконечно много реализаций данного метода, 
поскольку для одной и той же некорректной за-
дачи можно строить различные операторы ква-
зиобращения. В частности, «метод введения 
единичного оператора» подразумевает замену 
А(у) на А(у) + α · у, где α — некоторый малый 
параметр регуляризации [Преображенский  и 
Пикалов, 1982, с.  42,  43,  47]. Латтес и Лионс 
[Lattès and Lions, 1967] сформулировали ме-
тод квазиобращения для решения обратных 
эволюционных уравнений. К уравнению до-
бавляется регуляризующий оператор с малым 
параметром, являющийся произведением ис-
ходного оператора на его сопряженный (для 
эволюционных дифференциальных уравнений 
этот оператор оказывается дифференциальным, 
поэтому в отечественной литературе для дан-
ного варианта метода квазиобращения можно 
встретить название «метод введения диффе-
ренциального оператора»  — см., например, 
[Преображенский  и  Пикалов,  1982,  с.  47–51]). 
Малый параметр выбирается на основе специ-

1 Преображенский  и  Пикалов [1982,  с.  47] от-
мечают, что достоинством метода является то об-
стоятельство, что при выборе структуры оператора, 
а также числовых значений некоторых параметров 
задачи часто удается использовать физические со-
ображения об искомом решении, а не только более 
или менее формальные условия чисто математиче-
ского характера (правда авторы пишут об этом в разд. 
«Метод введения дифференциального оператора» 
своей книги, из чего можно заключить, что данное 
утверждение относится лишь к данной частной мо-
дификации метода квазиобращения). На мой взгляд, 
использование физических соображений о решении 
пронизывает почти всю теорию решения некоррект-
ных задач. В частности, это является основой метода 
дескриптивной регуляризации. И даже в кажущейся 
«менее физичной» регуляризации Тихонова мы ведь 
выбираем регуляризующий оператор именно исходя 
из некоторых физических соображений, например, 
из того, что решение не может иметь резких скачков.

альным образом разработанных оптимальных 
оценок в решении [Марчук,  1980, с.  491].

Г.И.  Марчуком и С.А.  Атанбаевым  раз-
работан метод решения условно корректных 
задач эволюционного типа на основе приме-
нения метода минимальных невязок для всей 
пространственно-временной области опре-
деления решения. Регуляризация в этом ме-
тоде производится за счет выбора оптималь-
ного числа шагов итерационного процесса 
на основе априорной оценки погрешностей 
во входных данных [Марчук,  1980, с. 491]. 
Конечно, как и всякий весьма общий спо-
соб, метод итераций применим не только 
к задачам эволюционного типа  — исполь-
зование этого метода для решения ИнУПеР 
см. в [Верлань  и  Сизиков,  1978,  с.  205–208]. 
Впрочем, для решения ИнУПеР применяются 
и специальные методы2, например интегриро-
вание по частям, а для частного случая урав-
нений типа свертки  — метод разложения ис-
комой функции в ряд (в принципе, он может 
применяться и для других уравнений, но тог-
да его формулы становятся слишком сложны) 
[Верлань и Сизиков, 1978, с. 208–217, 220–221].

Одним из интересных подходов к НеЗ явля-
ется применение понятий и методов теории ве-
роятности. В наиболее полной форме такие ис-
следования были развиты М.М. Лаврентьевым и 
В.Г. Васильевым3. В работах этого направления 
конструируются оптимальные в определенном 
смысле алгоритмы решения различных классов 
задач при некоторых предположениях о веро-
ятностных свойствах как множества искомых 
решений, так и погрешностей входных данных 
[Марчук,  1980,  с.  491]. Среди многочисленных 
методов статистической регуляризации упо-
мяну обобщение метода преобразования Фурье 
(решение в статистическом ансамбле гладких 
функций), статистическую модификацию мето-
да Филлипса-Тихонова (метод наиболее веро-
ятного ансамбля), метод корреляционной ма-
трицы [Верлань  и  Сизиков,  1978,  с. 191–202], 
методы максимума энтропии, поиск байесов-
ских решений, хотя, конечно, статистическая 
регуляризация перечисленными алгоритмами 
далеко не ограничивается [Преображенский  и 
Пикалов,  1982,  с. 95–121].

Методы решения некорректно поставлен-
ных задач, в которых современные принципы 

2 В [Верлань и Сизиков, 1978, с. 276–277] при-
ведена крайне полезная таблица, в которой для 
каждого типа ИнУПеР приведен метод и ссылка 
на реализующую его компьютерную программу (на 
языке АЛГОЛ-60).

3 О постановке некоторых некорректных задач 
математической физики // Сиб. матем. ж., 1960, VII, 
№  3.  — Цит. по [Марчук,  1980, с.  491, 524].
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регуляризации органически сочетаются с каче-
ственной априорной информацией о решении 
(такой, как знакоположительность, монотон-
ность, выпуклость, наличие экстремумов и 
т.д.), объединяются термином «дескриптив-
ная регуляризация» [Воскобойников  и  др., 
1984,  с.  146]. Отмечу два весьма положитель-
ных свойства этого типа регуляризации. Во-
первых, алгоритмическая реализация данного 
метода часто оказывается относительно простой 
(дискретизация задач, как правило, приводит 
всего лишь к проблеме нелинейного програм-
мирования со специфическими ограничени-
ями в виде неравенств [Преображенский  и 
Пикалов, 1982, с. 122]). Во-вторых, другие рас-
смотренные выше методы не гарантированы от, 
пусть небольших, но абсолютно нефизических 
осцилляций (например, при восстановлении не-
гладких функций  — прямоугольной, треуголь-
ной, трапецеидальной формы  — часто встре-
чающихся в приложениях, регуляризованные 
решения даже при малом уровне шума могут 
содержать отрицательные значения и плохо 
восстанавливают «тонкую» структуру решения 
[Воскобойников и др., 1984, с. 146]). Подобных 
осцилляций при дескриптивной регуляризации 
не будет просто по определению — ведь систе-
ма «дескриптивных» неравенств как раз и будет 
содержать соответствующие условия, например 
условие неотрицательности восстанавливаемой 
функции.

Очень удобной во многих отношениях ока-
залась проекционная схема Танабы-Хуанга. 
Поскольку этот метод допускает введение самой 
разнообразной информации о решении (ограни-
ченности, неотрицательности, монотонности и 
т.п. [Преображенский  и Пикалов,  1982,  с.  40–
42]), то, хотя при первом знакомстве с ним 
может показаться, что данный алгоритм стоит 
несколько особняком от перечисленных выше 
общеизвестных групп методов решения некор-
ректных задач, тем не менее, по-видимому, его 
можно отнести к дескриптивной регуляризации.  

Пример решения некорректной обратной 
задачи идентификации мощности 
источника

Некорректную обратную задачу (и ее реше-
ние) рассмотрим на примере восстановления 
распределений скоростей образования газов 
в профиле почвы по экспериментальным из-
мерениям газовых профилей (в лабораторных 
условиях). В [Орлов  и  др.,  1987,  с.  150–154]1 

1  В рукописи доклада ссылка на эту работу выгляде-
ла так: [Орлов и др., в печати]. Проконсультировавшись 
с автором, мы установили что это за работа и теперь 
даем правильную ссылку на нее.  — Примечание из-
дателей.

эта задача решается при помощи «послой-
но-балансового способа» (ПоБаС). Для его 
реализации необходим специальный со-
суд из оргстекла (с  внутренними размерами 
15  см × 15  см × 65  см). По всей высоте сосуда 
с шагом 5  см были установлены мембранные 
пробоотборники. В сосуд помещался насыпной 
монолит почвы высотой 35  см (таким образом 
верхние 5 пробоотборников находились выше 
слоя почвы, 6-й  — на ее границе, а остальные 
оказались внутри монолита — см. рис. 1). Почву 
в сосуде затапливали, вносили источник угле-
рода (глюкозу) и далее в динамике измеряли 
концентрации газов на разных глубинах, беря 
пробы из мембранных пробоотборников.

Рис. 1. Общий вид устройства, предназначенного для 
изучения в модельном эксперименте динамики газо-
вых профилей почвы: I — Мембранные пробоотбор-
ники; II — схема крепления эффузатора мембранно-
го пробоотборника в стенке сосуда: 1  — эффузатор 
(перфорированная трубка из хромированной стали), 
2  — стенка сосуда, 3  — резиновая подкладка, 4  — 
тефлоновая герметизирующая гайка, 5  — стальная 
герметизирующая гайка.



153ДИНАМИКА ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ 

И ГЛОБАЛЬНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЛИМАТА
Том 12  Выпуск 2  2021

приложение

153ДИНАМИКА ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ 

И ГЛОБАЛЬНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЛИМАТА

М.V. Glagolev
MATHEMATICAL MODELING OF MICROORGANISM GROWTH 

DOI: doi.org/10.17816/edgcc90125

М.V. Glagolev
MATHEMATICAL MODELING OF MICROORGANISM GROWTH 

DOI doi org/10 17816/edgcc90125DOIDOI: d: doioi.orgorg/10/10 17.17816816/ed/edgccgcc9019012525

153ДИНАМИКА ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДЫ 

И ГЛОБАЛЬНЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЛИМАТА

M.V Glagolev
MATHEMATICAL MODELING IN SOIL BIOKINETICS

DOI: doi.org/10.17816/edgcc90123

Использовалась и другая модификация. Два 
самых верхних пробоотборника отсутствовали, 
а в отверстия для них вставлялись трубки: по 
одной из них в сосуд поступала газовая смесь, 
а по другой она выходила наружу. При иссле-
довании аэробных процессов в качестве проду-
вающей газовой смеси выступал атмосферный 
воздух. И, по-видимому, можно считать, что 
условия в таком сосуде ближе к природным, 
поскольку в воздухе над почвой не создает-
ся сверхвысоких концентраций продуктов 
почвенного дыхания. Но при исследовании 
анаэробных процессов продувку осуществляли 
инертным газом (аргоном или гелием), иногда 
содержащим примесь СО2 (но не кислорода!). 
Далее будем рассматривать именно такую мо-
дификацию. 

Рассмотрим конкретный пример. «Экспери-
ментальные» данные1 измерений концен-
трации СО2 приведены на рис. 2 и в табл. 1. 
В  [Орлов  и  др., 1987, с.  150] предполагается, 
что газообмен в монолите возможен только за 

1 При разработке метода решения обратной за-
дачи идентификации какой-либо величины у по f 
данные каких-либо реальных измерений f обычно 
использовать нельзя. Действительно, для них точное 
решение задачи не известно и мы не будем знать 
насколько хорошее или плохое решение для у по-
лучилось при помощи разработанного нами метода. 
Поэтому следует сгенерировать псевдоэксперимен-
тальные данные: вычислить f, решив прямую задачу 
для какого-либо наперед заданного уТ, а потом на 
полученные f наложить случайный шум, смодели-
ровав, тем самым, неизбежную зашумленность ре-
альных экспериментальных данных. Вот по этим-то 
зашумленным данным следует идентифицировать у, 
решая обратную задачу. Качество полученного реше-
ния легко оценить, поскольку в идеале мы должны 
получить уТ.

В данном конкретном случае разработки алго-
ритма идентификации источника послойно-балан-
совым методом, я получил псевдоэксперименталь-
ные данные следующим образом. Для функции 
yТ(z,t)  =  (z/35) · exp(–0.00003 · t2 + 0.0087 · t + 0.957) 
решалось уравнение (2) с D = 0.02 см2/час, началь-
ным условием f(z,0) = 0.5 мкг/см3 и краевыми усло-
виями f(0,t) = 0.5 мкг/см3, ∂f/∂z|z = 35 см = 0. Решение 
строилось конечно-разностным методом по про-
грамме № 0812 [Кошлак, 1973] на ЭВМ МИР-2 (для 
более точного решения задачи шаг дискретизации по 
z составлял 2.5 см, но на печать выводились только 
значения решения при z = 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30 см, 
т.е. лишь те, которые мог получить экспериментатор 
при реальных измерениях, т.к. пробоотборники были 
размещены с шагом 5 см). Для получения псевдо-
экспериментальных данных fРЕ(z,t) на полученное 
решение накладывался Гауссов шум по следующему 
правилу: fРЕ(z,t) = f(z,t) · (1 + r · a), где r — случайные 
числа из [Соболь, 1973, с.  296], a  — средняя от-
носительная погрешность измерений (я принимал 
a  =  0.1).

счет диффузии. Поэтому уравнение динамики 
концентрации газа (f) в монолите будет таким:
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где D — эффективный коэффициент диффузии 
газа в почве; у  — кажущаяся скорость образо-
вания газа, равная разности между реальными 
скоростями его образования и поглощения еди-
ницей объема почвы. Заменим пространствен-
ную производную в правой части уравнения ее 
конечно-разностным аналогом. Ограничимся 
простейшим приближением: рассмотрим систе-
му трех последовательно расположенных оди-
наковых по мощности слоев почвы, которые 
обозначим номерами i – 1, i и i + 1. Пусть в них 
концентрации интересующего нас газа в момент 
времени t равны соответственно fi –1, fi и fi + 1. 

Аппроксимация производной 2-го порядка на 
этих трех пространственных слоях [Калиткин, 
1978, с.  71] даст приближенное уравнение ди-
намики концентрации газа в i-ом слое:

1 12 2
( ) ( )i

i i i i i

df D D
y f f f f

dt h h

 �( � � 
 � � 
 ,

где h  — мощность слоев; уi  — кажущаяся ско-
рость образования газа в i-ом слое. Теперь сде-
лаем следующий аналогичный шаг  — аппрок-

Рис. 2. Эволюция профиля концентраций СО2 в 
почве течение 2 недель после внесения глюкозы 
(5 мг/г  почвы). Поверхности почвы (т.е. глубине 
0 см) соответствует пробоотборник «В» на рис. 1. По-
следний пробоотборник («L») соответствует глубине 
30 см. На глубине 35 см (дно сосуда) пробоотборни-
ка не было и, исходя из условия непроницаемости 
границы, принималось равенство концентраций на 
глубинах 30 и 35 см. Вместо пробоотборников «Inp», 
«Out» вставлялись трубки, по которым, соответ-
ственно, в систему поступал и отводился воздух. 
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симируем конечными разностями производную 
по времени. Для этого нам кроме fi  =  fi(t) те-
перь понадобится fi(t – Δt) — концентрация газа 
в i-ом слое в предыдущий момент времени, от-
стоящий от t на Δt. 

Тогда аппроксимация производной 1-го 
порядка на двух временных слоях [Калиткин, 
1978, с.  71] даст приближенное конечно-раз-
ностное уравнение динамики концентрации 
газа в i-ом слое:

1 12 2

( )
( ) ( )i i

i i i i i

f f t t D D
y f f f f

t h h
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1
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Отсюда легко выразить уi:
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 (3)

и задачу восстановления распределений ско-
ростей образования газов в профиле почвы по 
экспериментальным измерениям концентра-
ций газов формально можно считать решен-
ной. Однако, подчеркну, лишь формально. 
Полученное решение  — плохое!

К сожалению, из-за необъяснимой поспеш-
ности подачи работы [Орлов  и  др.,  1987] в 
печать, математическое оформление ПоБаС в 
этой статье не было нами «доведено до ума». 
Очевидно, что из-за операций дифференци-
рования экспериментальных (отягощенных 
погрешностями) данных, метод расчета в виде 
(3)1 представляет собой типичную некоррект-
ную задачу. Для простоты рассмотрим сейчас 
только конечно-разностную аппроксимацию 
первой производной 

 dfi/dt  ≈ [fi(t)  – fi(t – Δt)]/Δt. (4)

На равномерной сетке для априорной оцен-
ки точности формул часто применяют способ 
разложения по формуле Тейлора-Маклорена 
[Калиткин, 1978,  с.  74]. Применим этот метод 
к (4):

fi(t – Δt) = fi(t) – Δt · dfi/dt + 0.5 ·Δt2 · d2fi/dt2|t = η, (5)

где η  — некоторая точка интервала (t – Δt,  t). 
Отсюда получаем

dfi/dt = [fi(t) – fi(t – Δt)]/Δt + 0.5 · Δt · d2fi/dt2|t = η,

1 В [Орлов и др., 1987, с. 150] использована более 
сложная конечно-разностная аппроксимация про-
изводной, поэтому результирующая формула для 
вычисления уi там другая. Но, по большому счету, 
это ничего не меняет, поскольку дифференцирова-
ние экспериментальных данных все равно остается 
некорректным. Сейчас я использую более простые 
формулы лишь для того, чтобы более наглядно по-
казать проблему и пути ее решения, не закопавшись 
в ненужных для сути дела выкладках.

следовательно, погрешность приближенного 
выражения производной (4) составляет

 δ1 = 0.5 · Δt · d2fi/dt2|t = η. (6)

Как видим, эта погрешность уменьшается 
при уменьшении Δt. Однако все эти рассуж-
дения верны лишь для точных значений fi(t)  и 
fi(t – Δt). Но точных значений мы не знаем. 
И   принципиально (!!!) не можем узнать.

Вообще, при численном дифференцирова-
нии таблично заданной функции возникают по-
грешности двух типов: во-первых, погрешность, 
которая вызывается заменой функции интерпо-
ляционным многочленом, и, во-вторых, погреш-
ность, которая вызывается неточным заданием 
исходных значений [Копченова и Марон, 1972]. 
Калиткин [1978,  с.  81–82] называет их, соот-
ветственно, погрешностью метода и неустра-
нимой погрешностью. Из (5) и (6) очевидно, 
что δ1  — погрешность метода. Неустранимую 
погрешность (НеП) я буду далее обозначать 
через δ2.

Понятно, что провести вычисления по (4) не-
возможно, ибо, как уже было сказано выше, мы 
не знаем (и никогда не сможем узнать) точные 
значения fi(t) и fi(t – Δt). Единственное, что нам 
известно  — приближенные (эксперименталь-
но измеряемые) концентрации сi(t) = fi(t) + ε1 
и сi(t – Δt)  =  fi(t – Δt) + ε2. Следовательно, на 
практике вместо (4) мы можем вычислить лишь 
аналогичное ему выражение

dсi/dt  ≈ [сi(t)  – сi(t – Δt)]/Δt = 

= [fi(t)  +  ε1  – fi(t – Δt)  –  ε2]/Δt = 

 = [fi(t)  – fi(t – Δt)]/Δt  +  (ε1  –  ε2)/Δt. (7)

К сожалению, значения ε1 и ε2 нам не извест-
ны, поэтому (для гарантии) приходится ориен-
тироваться на самый худший случай. Очевидно, 
что если погрешность индивидуального изме-
рения концентрации не превышает ε, то для 
погрешности разности концентраций в наи-
худшей ситуации будем иметь 2 · ε — в том слу-
чае, когда, например, сi(t) отличается от точного 
значения fi(t) на +ε, а сi(t – Δt) от fi(t – Δt) — на 
–ε. Тогда, продолжая (7), получаем

dсi/dt  ≈ [fi(t)  – fi(t – Δt)]/Δt  +  2 · ε/Δt =

= dfi/dt + δ1 + 2 · ε/Δt.

Как было показано выше  — см. (6)  — по-
грешность метода (δ1) содержит шаг расчета 
(Δt) в положительной степени, поэтому при 
уменьшении Δt эта погрешность, как правило, 
уменьшается. Но НеП (δ2  =  2 · ε/Δt), вызван-
ная неточным заданием исходных значений 
[Копченова и Марон, 1972] концентраций, об-
ратно пропорциональна Δt. Именно здесь мы 
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сталкиваемся с некорректностью.
Действительно, при уменьшении шага Δt 

неустранимая погрешность увеличивается 
[Копченова  и  Марон,  1972]. Пока шаг доста-
точно велик, при его убывании НеП мала по 
сравнению с погрешностью метода; поэтому 
полная погрешность1 убывает. При дальней-
шем уменьшении шага неустранимая погреш-
ность становится заметной, что проявляется в 
не вполне регулярной зависимости результатов 
вычислений от величины шага. Наконец, при 
достаточно малом шаге НеП становится преоб-
ладающей, и при дальнейшем уменьшении шага 
результат вычислений становится все менее до-
стоверным [Калиткин, 1978, с. 82]. Отсюда сле-
дует, что можно найти некоторое оптимальное 
значение шага (как это сделать  — см., напри-
мер, в [Калиткин,  1978,  с.  82]), при котором 
производная вычисляется с наибольшей точно-
стью, принципиально возможной при данном 
значении ε. Однако в нашем случае это ничего 
не даст. Разумеется, мы можем отбирать пробы 
практически в любые моменты времени и обе-
спечить оптимальный шаг Δt для вычисления 
производной по времени. Но не стоит забывать, 
что (3) содержит еще конечно-разностную ап-
проксимацию производной (2-го порядка) по 
пространственной координате  — ср. (3) и (2). 
А вот пространственный шаг h мы изменить 
не можем  — он определяется расположением 
пробоотборников  — см. рис.  1. Выход может 
быть найден с помощью построения регуляри-
зованного решения2.

Решение будем искать методом частичной 
регуляризации 1-го порядка. В этом методе 
вводится регуляризующий функционал 

 

2
2[ ( ) ( )] ,

d b

c a

dy
A y f x dx ds

ds
�

� �2 	 
 � � � �
� �� �  (8)

где α  — параметр регуляризации. Решение у 
ищется из условия минимума функционала. 
Такое решение, доставляющее функционалу 
минимум, обозначим уα [Верлань  и  Сизиков, 
1978,  с.  143, 157], подчеркнув тем самым, что 
это решение соответствует некоторому опреде-
ленному значению α.

Полученная выше формула (3) дает «обрат-
ную» зависимость у = А–1(f). Но, как видим, для 
построения функционала Фα нужна «прямая» 

1 Полная погрешность мажорируется суммой 
δ1 + δ2 [Калиткин, 1978, с. 82].

2 Кстати говоря, способ определения опти-
мального шага и запрещение вести расчет с шагом 
меньше оптимального тоже есть некоторый способ 
регуляризации дифференцирования, так называемая 
регуляризация по шагу. Этот способ давно приме-
нялся физиками [Калиткин, 1978, с. 83].

зависимость f = А(у). С первого взгляда может 
показаться, что ее очень просто получить, вы-
разив fi из (3). Но попытавшись это сделать, мы 
увидим, что, поскольку концентрация в i-ом 
слое связана уравнением с концентрациями в 
(i – 1)-ом и в (i + 1)-ом слоях:

–D · Δt · fi – 1  +  (h2 + 2·D · Δt)·fi   – D · Δt · fi + 1 ≈ 

 ≈ yi · Δt · h2 +  · fi (t – Δt)·h2, (9)

то для получения значения концентрации в i-ом 
слое нам необходимо решить систему уравне-
ний. Система эта будет состоять из однотипных 
уравнений (9) для всех слоев кроме первого и 
последнего (n-го), для которых уравнения будут 
гораздо проще, ибо записываются на основании 
граничных условий. В первом слое это будет 
какое-то конкретное значение (р), полученное 
из измерений:

 f1  =  р, (10)

а для последнего слоя на основании условия не-
проницаемости нижней границы принимается:

 fn  =  fn–1. (11)

Решить систему, конечно, несколько слож-
нее, нежели одно уравнение, но в этом есть 
и положительный момент  — в результате мы 
получим не одно значение fi, а концентрации 
сразу для всех слоев: f1, f2,  …, fn. Проделаем 
это на примере.

В табл. 1 приведена часть «эксперименталь-
ных» данных, соответствующих измерениям на 
7 глубинах через 192 и 240  час. после начала 
эксперимента. Итак,   h  =  5  см, Δt  =  240–
192  =  48  час., пусть, кроме того, известно, что 
коэффициент диффузии для СО2 в изучаемой 
почве составляет 0.02  см2/час (следовательно, 
h2  =  52  =  25  см2, Δt · h2  =  48 · 25  =  1200  час · с
м2, D · Δt  =  0.02 · 48  =  0.96  см2, h2 + 2 ·D · Δt  =   
= 25 + 2 · 0.02 · 48 = 26.92 см2). Запишем систему 
уравнений (9)–(11): 

f1  =  0.56,

–0.96 · f1  +  26.92 · f2  – 0.96 · f3 = 1200 · y2  +  25 · 133.12,

–0.96 · f2  +  26.92 · f3  – 0.96 · f4 = 1200 · y3  +  25·259.33,

–0.96 · f3  +  26.92 · f4  – 0.96 · f5 = 1200 · y4  +  25 · 360.77,

–0.96 · f4  +  26.92 · f5  – 0.96 · f6 = 1200 · y5  +  25 · 593.33,

–0.96 · f5  +  26.92 · f6  – 0.96 · f7 = 1200 · y6  +  25 · 674.98,

–0.96 · f6  +  26.92 · f7  – 0.96 · f8 = 1200 · y7  +  25 · 634.17,

f7  =  f8.

Подставляя сюда набор конкретных значе-
ний скоростей образования СО2 (y2, y3,  …, y7) 
в слоях, можно (решив эту систему) получить 
концентрации f2, f3, …, f8, соответствующие дан-
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ным скоростям. Например, если yi были рас-
считаны в соответствии с обычным послойно-
балансовым способом на основе формулы (3) по 
данным столбцов «Концентрация СО2…» табл. 1 
(эти yi см. в столбце «Скорость образования 
СО2…»)1, то их подстановка в вышеприведенную 
СЛАУ даст те fi, которые находятся в столбце 
«240 ч» табл. 1. Но эти значения yi, скорее всего, 
не обеспечат минимум функционала (8). Так 
что теперь насущной задачей становится задача 
минимизации. Однако прежде нужно записать 
(8) в более конкретной форме — приспособлен-
ной для практических вычислений. 

1 На всякий случай, чтобы все было кристально 
ясно, доведу один расчет «до числа». Например, если 
мы хотим определить скорость образования СО2 на 
глубине 5 см спустя 240 ч после начала эксперимента 
(при том, что предыдущее измерение концентрацион-
ного профиля было выполнено спустя 192 ч после на-
чала), то, согласно табл. 1, параметры формулы (3) бу-
дут иметь следующие значения: Δt = 240 – 192 = 48 ч, 
h = 5 см, fi = 134.88 мкг/см3, fi – 1 = 0.56 мкг/см3, 
fi + 1 = 261.91 мкг/см3, fi(t – Δt) = 133.12 мкг/см3. Пусть 
коэффициент диффузии СО2 в исследуемой по-
чве в условиях данного эксперимента составил 
D = 0.02 см2/ч. Тогда по формуле (3) имеем:

y = (134.88 – 133.12)/48 –
– 0.02/52 · (0.56 – 2 · 134.88 + 261.91) ≈ 

≈ 0.04250 мкг · час–1 · см–3.

Записывая такую формулу для Фα в при-
ложении к рассматриваемой задачи, учтем два 
обстоятельства:
•  и концентрации (f), и скорости образования 

газа (у), и, соответственно, градиент этой 
скорости (dу/dz) заданы в одной и той же 
области пространства  — в толще почвы, 
наполняющей экспериментальный сосуд 
(рис.  1); поэтому области определения этих 
функций совпадают, и в (8) х = s = z, а = с, 
b  =  d, т.е. оба интеграла берутся по одной 
и той же области в одних и тех же преде-
лах; пусть поверхность почвы соответству-
ет 0, тогда b  =  d  — толщина слоя почвы 
в сосуде (конкретно в нашем эксперименте 
b  =  35  см), следовательно,
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• где для краткости введено обозначение 
g(z)  =  [A(y)  –  f(z)]2, смысл которого состо-
ит в том, что g — это квадрат разности двух 
концентраций для каждой глубины z: во-
первых, концентрации, рассчитанной путем 
решения СЛАУ  — это А(y)  — и, во-вторых, 

Таблица 1. Вычисление скорости образования газа в почве различными вариантами ПоБаС.

Глубина (см)

Концентрация СО2 
(f, мкг/см3) через

Скорость образования СО2 (y, мкг/см3/ч) через 240 ч

истинная

рассчитанная ПоБаС

192 ч 240 ч обычным

с регуляризацией 

0-го порядка
частичной 1-го порядка

без ограничений с ограничением у ≥ 0

0 0.44 0.56 0 0 0.4747 0.2386

5 133.12 134.88 0.5332 0.0425 0.0237 0.4273 0.2237

10 259.33 261.91 1.0664 0.0287 0.0389 –0.1046 0.0655

15 360.77 420.28 1.5995 1.3231 0.6643 1.027 1.1181

20 593.33 474.57 2.1327 –2.6278 –1.3684 –0.7373 0.0000

25 674.98 720.93 2.6659 0.9664 0.5943 2.505 1.9762

30 634.17 955.93 3.1990 6.8913 4.5030 4.892 5.1531

35 634.17 955.93 3.7322 0 5.082 5.4419

Нормированная СКО* (мкг2/см6/ч2): 6.76 4.30 1.86 1.64

*Примечание: сумма квадратов отклонений (скорости образования СО2, вычисленной разными методами, 
от истинной скорости образования), деленная на количество пространственных узлов, в которых эти откло-
нения вычисляются; поскольку обычный ПоБаС не дает значения скорости в первом и последнем простран-
ственных узлах, то получаемое в этом случае значение СКО делится на 6 (в остальных случаях делится на 8).
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реально измеренной в эксперименте, т.е. f);

•  экспериментально измеряются значения f 

только в 7 точках 0, 5, 10, 15, 20, 25 и 30 см, 

кроме того, еще в 8-й точке (при z = 35 см) 

можно, исходя из условия непроницаемости 

сосуда, принять f(35)  =  f(30); поэтому сле-

дует использовать дискретную аппроксима-

цию интеграла, в частности, можно исполь-

зовать формулу трапеций (см., например, 

[Калиткин,  1978,  с.  87]):
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где h  =  5  см. Для производных тоже следует 

взять дискретные аппроксимации. Если ограни-

читься погрешностью аппроксимации О(h2), то 

в первой, последней и во всех промежуточных 

точках можно использовать, соответственно, 
следующие формулы (см., например, [Березин 
и  Жидков,  1966,  с.  162]):
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Теперь очевидно, что полученное выраже-
ние (12) — это, по сути дела, всего лишь функ-
ция (а не функционал). Эта функция зависит 
от 8 переменных (y1, y2,  …, y8) и нам надо 
подобрать такие значения эти переменных, 
при которых функция Фα(y1,  y2,  …,  y8) име-
ла бы минимум. Однако, прежде чем решать 
задачу минимизации, есть смысл попытаться 
заменить Фα более простой функцией (обо-
значим ее φα), которая имела бы минимум 
там же, где и Фα. Понятно, что множитель 
h = 5 см никак на положение минимума вли-

Таблица 2. Программы для минимизации функций нескольких переменных*.

Название Язык Метод Литературный источник

Минимизация без ограничений

D3MINF FORTRAN-IV Спуска по координатам [Белявский и др., 1979]

SIMPLEX FORTRAN IV Нелдера-Мида [Himmelblau, 1972, Appendix B]

MINI FORTRAN IV Дэвидона-Флетчера-Пауэлла, 
проективного Ньютона, 
Ньютона, Бройдена, Пирсона 2, 
Пирсона 3, Голдштейна-Прайса, 
Флетчера-Ривса

[Himmelblau, 1972, Appendix B]

DIRECT PL/1 Прямого поиска (или 
конфигураций)

[Агеев и др., 1981, c. 60–66, 
162–163]

б/н Алгол-60 Симплексный [Кафаров и др., 1972, с. 387–
388, 391–392]

б/н Алгол-60 Сканирования [Кафаров и др., 1972, с. 387, 
389–390]

б/н Алгол-60 Случайного спуска [Кисляков,  1969]

б/н Алгол-60 Случайных направлений с 
обратным шагом

[Кафаров и др., 1972, с. 388, 
393–395]

б/н АНАЛИТИК-71 Градиентный + Ньютона [Гущина, 1979]

Минимизация с ограничениями

FLEXIPLEX FORTRAN IV Скользящего допуска [Himmelblau, 1972, Appendix B]

RNDMIN FORTRAN-5 Случайного поиска [Мироненко и Пачепский, 1980, 

с. 61–63]

*Примечание: приведены только программы для функций общего вида (т.е., например, «за бортом» оста-
лись алгоритмы задач линейного программирования, оптимизации на графах и др.) и лишь на языках высо-
кого уровня (т.е. не упоминаются программы на Ассемблере, ЯМК-21 и т.п.).
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ять не будет, следовательно, его можно просто 
откинуть. Кроме того, легко заметить, что в 
силу условия (10), рассчитанное из решения 
СЛАУ значение f1 всегда будет совпадать с 
измеренным значением концентрации в по-
верхностном слое почвы. Иначе говоря, A(y) 
будет в точности совпадать с f(0) при z  =  0, 
поэтому g(0)  =  0. Следовательно, вместо Фα 
можно минимизировать чуть более простую 
функцию:
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Эта функция (как и Фα) имеет одну особен-
ность, которая немного усложняет работу с ней. 
Для каждого набора значений y1,  y2,  …,  y8 мы 
не можем сразу вычислить φα(y1,  y2,  …,  y8)  — 
необходимо сначала решить СЛАУ (9)–(11), 
на основании чего можно будет вычислить 
значения g(i · h). Впрочем, технически это все 
сделать не так уж и сложно — см. программу в 
Приложении. Для минимизации функций не-
скольких переменных предложено множество ал-
горитмов (см., например, [Rosenbrock and Storey, 
1966, chapter  4; Бояринов  и  Кафаров,  1969; 
Безденежных, 1973, с. 158–190; Калиткин, 1978, 
с.  203–215; Bazaraa and  Shetty, 1979; Shoup, 
1979, chapter  7; Gill  et  al., 1981; Димитров, 
1982, c. 214–231; Полак и др., 1984, с. 163–166, 
Бирюков  и  Кантере, 1985, c.  23–32]) для не-
которых из которых в литературе можно най-
ти программные реализации  — табл. 2. Таким 
образом, задачу минимизации φα(y1,  y2,  …,  y8) 
можно было бы считать решенной, однако, эта 
функция зависит от параметра α, значение ко-
торого нам пока не известно.

Наиболее употребительный метод, согласно 
которому выбирается значение α — это «способ 
невязки»: значение α выбирается из условия

Н  = | || Ауα – f || – Δf – ζ | → min,

где ζ  — ошибка аппроксимации оператора 
(в  ранних работах принималось, что ζ  =  0); 
Δf  — ошибка задания f(х):

2( ) ( ) [ ( ) ( )]
d

PE PE

c

f f x f x f x f x dx1 	 
 	 
�

здесь f, fPE — соответственно, точная правая часть 
и ее практическое задание [Верлань и Сизиков, 
1978,  с.  143,  172,  179]. 

Таким образом, вычислительный процесс 
регуляризации ПоБаС можно организовать 

следующим образом. Прежде всего необ-
ходимо задаться положительной величиной 
ΔН  — допустимой погрешностью выполне-
ния равенства 

||Ауα – f || = Δf + ζ.

1)  Полагаем αL =  0, и выбираем произволь-
ное достаточно большое значение αR > 0, такое, 
что ||  Ауα(αR)  – f || > ζ  +  Δf (понятно, что для 
нахождения || Ауα(αR) – f || нам придется решить 
задачу минимизации φα). 

2) Полагаем α  =  (αL  +  αR)/2.
3) Решаем задачу минимизации φα(y1, y2, …, 

y8), в результате чего получаем набор значе-
ний y1, y2, …,  y8,  обеспечивающих мини-
мум φα. Используя эти значения, вычисляем 
Н1  =  ||  Ауα – f ||.

4) Если |Н1 – Δf – ζ |  ≤  ΔН, то идем к п.  7.
5) Если Н1  <  ζ  +  Δf, то полагаем αL  =  α и 

идем к п.  2.
6) Полагаем αR  = α и идем к п. 2.
7) КОНЕЦ.
В табл.  1 (столбец «без ограничений») при-

ведены результаты, полученные по этому ал-
горитму. Поскольку истинное распределение 
источников СО2 в почве в данном случае нам 
известно, можно сравнить получающиеся ре-
зультаты с этим распределением и сделать 
вывод о точности метода. В качестве меры 
отклонения восстановленного распределения 
источников от истинного удобно использо-
вать нормированную СКО  — см. примечание 
к табл.  1. Прежде всего хочу обратить внима-
ние на то, что для обычного ПоБаС (столбец 
«обычным») это отклонение оказалось весь-
ма большим: 6.76  мкг2/см6/ч2. Очевидно, что 
нормированная СКО может рассматриваться 
в качестве квадрата характерного значения от-
клонения измеренной мощности источника от 
истинной (т.е. квадрата абсолютной погрешно-
сти). Учитывая, что максимальное значение ис-
тинной мощности достигается на глубине 35 см 
и составляет ≈  3.73 мкг/см3/ч, получаем, что 
отклонение (6.76)½ ≈ 2.6 мкг/см3/ч даже в этом 
случае составляет 2.6 · 100%/3.73 ≈ 70%, что уж 
говорить о других глубинах, где мощность ис-
точника меньше, следовательно ее относитель-
ная ошибка будет еще больше. Разобранный 
выше метод с частичной регуляризацией 1-го 
порядка дал гораздо более хороший результат: 
нормированная СКО составила 1.86 мкг2/см6/ч2, 
что соответствует характерному значению аб-
солютной погрешности (1.86)½ ≈ 1.36 мкг/см3/ч. 
Существуют и другие методы регуляризации. 
Они могут давать как более, так и менее хо-
рошие результаты, чем приведенный выше. Для 
сравнения решим ту же самую задачу методом 
регуляризации Тихонова 0-го порядка.
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В этом методе решение у ищется из усло-
вия минимума следующего регуляризующего 
функционала

2 2[ ( )] ( )
d b

c a

Ay f x dx y s ds�2 	 
 � �� �

[Верлань и Сизиков, 1978, с. 144]. Проводя дис-
кретизацию аналогично тому, как это было сде-
лано выше, получаем
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Но, записывая для данного случая упрощенную 
функцию φα, кроме того, что было учтено при 
переходе от (12) к (13), следует учесть еще одно 
очевидное обстоятельство: поскольку в систему 
(9)–(11) у1 и у8 не входят, то fi от них не зави-
сят, или, иначе говоря, g не зависит от у1 и у8. 
Следовательно, как видно из (14), Фα ~ у1

2 + у8
2, 

т.е. минимальное значение Фα будет соответ-
ствовать значениям у1  =  у8  =  0. Таким обра-
зом, значениям у1 и у8 мы уже нашли, а φα 
будет функцией не 8, а только 6 переменных 
(у2, у3, … у7):
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Результаты расчетов описываемым методом 
приведены в табл.  1 (столбец «0-го порядка»). 
Нормированная СКО не слишком хороша  — 
она составила 4.30  мкг2/см6/ч2, что соответ-
ствует характерному значению абсолютной по-
грешности (4.3)½  ≈  2.07  мкг/см3/ч. Более того, 
хочу обратить внимание на то, что на глуби-
не 20  см имеем у ≈ -1.4  мкг/см3/ч < 0, что по 
физическому смыслу соответствует потребле-
нию СО2. Кстати, отрицательные значения у 
выявлялись и при работе методом частичной 
регуляризации 1-го порядка (правда, тогда они 
были существенно меньше). Может ли быть су-
щественное поглощение СО2 на глубине 20 см? 
Впрочем, в данном случае, это вопрос совер-
шенно не существенный. Ведь мы знаем, ка-
ковы истинные скорости продукции СО2 (см. 
столбец «истинная» табл.  1) и, таким образом, 
нам точно известно, что отрицательные значе-
ния  — артефакт. 

Конечно, в условиях реальных измерений 
точное значение продукции нам не известно, 
но предположим, что какие-то биологические 
соображения позволяют нам считать, что воз-
можна лишь продукция, а не потребление СО2. 
Тогда для решения задачи идентификации мощ-

ности источника можно применить дескриптив-
ную регуляризацию. В данном случае это вы-
разится в том, что на обычную регуляризацию 
следует наложить условия неотрицательности у:

y1 ≥ 0,  y2 ≥ 0,  y3 ≥ 0,  y4 ≥ 0,  

 y5 ≥ 0,  y6 ≥ 0,     7 ≥ 0,  y8 ≥ 0. (15)

В частности, можно минимизировать (13) 
при условиях (15). Результат решения такой за-
дачи представлен в табл. 1 (столбец «с ограни-
чением у ≥ 0»). Нормированная СКО оказалась 
наименьшей среди всех рассмотренных нами 
методов: она составила 1.64 мкг2/см6/ч2, что со-
ответствует характерному значению абсолютной 
погрешности (1.64)½  ≈ 1.28  мкг/см3/ч.
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ПРИЛОЖЕНИЕ1

PROGRAM MINKO1
C ПРИМЕР ИСПОЛЬЗОВАНИЯ УКОРОЧЕННОЙ ВЕРСИИ ПОДПРОГРАММЫ POISK4
C (ТОЛЬКО ДЛЯ МНОГОМЕРНОЙ - НЕ ОДНОМЕРНОЙ - МИНИМИЗАЦИИ)
C **********************************************************************
C СЛЕДУЮЩИЕ ДАННЫЕ ЗАДАЮТСЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ
C ALPHA         - ПАРАМЕТР РЕГУЛЯРИЗАЦИИ
C D (КВ.СМ/ЧАС)    - КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ ГАЗА В ПОЧВЕ
C DT (ЧАС)       - ВРЕМЯ, ПРОШЕДШЕЕ ОТ ПРЕДЫДУЩЕГО ИЗМЕРЕНИЯ ДО ТЕКУЩЕГО
C H  (CM)       - РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ПРОБООТБОРНИКАМИ (ПО ГЛУБИНЕ)
C T0(МКГ/КУБ.СМ)-ИЗМЕРЕННЫЕ КОНЦЕНТРАЦИИ ГАЗОВ В ПРЕДЫДУЩИЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ
C T1(МКГ/КУБ.СМ)-ИЗМЕРЕННЫЕ КОНЦЕНТРАЦИИ ГАЗОВ В ТЕКУЩИЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ
C ОПИСАНИЕ X,N,DX,EPS,FM,NFE,FUN,OUT СМ. В ОПИСАНИИ SUBROUTINE POISK4.
C
C ПРИ РЕШЕНИИ КОНКРЕТНОЙ ЗАДАЧИ ТАКЖЕ НУЖНО ИЗМЕНИТЬ РАЗМЕРНОСТИ 
C МАССИВОВ (КАК В ГОЛОВНОЙ ПРОГРАММЕ, ТАК И В SUBROUTINE POISK4)
C
C РЕШЕНИЕМ ЯВЛЯЕТСЯ ВЕКТОР X ЭЛЕМЕНТЫ КОТОРОГО (МКГ/КУБ.СМ/ЧАС) – РЕГУЛЯ-
C РИЗОВАННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ СКОРОСТИ ОБРАЗОВАНИЯ ГАЗА ПО ГЛУБИНЕ С ШАГОМ Н
C **********************************************************************
 DIMENSION DX(8),T0(8),T1(8),X(8)
 EXTERNAL FUN,OUT
 DATA ALPHA/69000.0/, N/8/, EPS/1.E-5/, FM/0./, NFE/500/
 DATA D, DT, H /0.02, 48.0, 5.0/
 DATA T0/.44, 133.12, 259.33, 360.77, 593.33, 674.98,634.17,634.17/
 DATA T1/.56, 134.88, 261.91, 420.28, 474.57, 720.93,955.93,955.93/
C КОНЕЦ БЛОКА ДАННЫХ, ЗАДАВАЕМЫХ ПОЛЬЗОВАТЕЛЕМ 
 COMMON /COBLO0/ T0, COMMON /COBLO1/ T1, COMMON /COBLO2/ ALPHA,D,DT,H,N
C
C НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ, ВЫЧИСЛЕННОЕ ПОСЛОЙНО-БАЛАНСОВЫМ МЕТОДОМ
 X(1)=0.0
 DO 407 I=2,N-1
 X(I)=(T1(I)-T0(I))/DT-(T1(I-1)-2*T1(I)+T1(I+1))*D/H/H
407 DX(I)=0.1*X(I)
 X(N)=X(N-1)
 DX(N)=0.1*X(N-1)
 DX(1)=DX(N)
 PRINT 410, X(1), X(2), X(3), X(4)
410 FORMAT(4X, E12.5, 1H, E12.5, 1H, E12.5, 1H, E12.5)
 PRINT 411, X(5), X(6), X(7), X(8)
411 FORMAT(4X, E12.5, 1H, E12.5, 1H, E12.5, 1H, E12.5)
C
C МИНИМИЗАЦИЯ ТИХОНОВСКОГО ФУНКЦИОНАЛА
 CALL POISK4(X,FX,N,DX,EPS,FM,NFE,FUN,OUT,1)
 STOP 
 END

 SUBROUTINE FIALPH(ALPHA,D,DT,H,NDIM,NY,T0,T1,Y,FA)
C ФУНКЦИОНАЛ ТИХОНОВА ДЛЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ПОСЛОЙНО-БАЛАНСОВОГО МЕТОДА
C **********************************************************************
C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ
C NY                  - ДЛИНА ВЕКТОРА Y
C NDIM                = 2*NY
C Y  (МКГ/КУБ.СМ/ЧАС) - СКОРОСТЬ ОБРАЗОВАНИЯ ГАЗА
C ОПИСАНИЕ ALPHA,D,DT,H,T0,T1 СМ. В ГОЛОВНОЙ ПРОГРАММЕ MINKO1
C
C ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ
C FA - ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛА ТИХОНОВА1

1 У автора в приведенном ниже литстинге в строках комментариев русские слова были написаны ан-
глийскими буквами; для удобства читателей мы переписали их по-русски. Кроме того, для экономии места 
не приведены SUBROUTINE MATDEC и MATSOL. Их можно найти в [Glagolev, 2021] или в первоис-
точнике [Полак и др., 1984, с. 251–252]. – Примечание издателей.
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C **********************************************************************
 DIMENSION A(NDIM,NDIM)
 DIMENSION B(NDIM),IPVT(NDIM),F(NDIM),T0(NY),T1(NY),Y(NY)
 INTEGER I,J
 REAL DDT,FF,H2,H2DDT
 DO 510 I=1,NY
 DO 510 J=1,NY
510 A(I,J)=0.0
 DDT=-D*DT
 H2=H*H
 H2DDT=H2-2*DDT
 DO 521 I=2,NY-1
 A(I,I+1)=DDT
 A(I,I)=H2DDT
 A(I,I-1)=DDT
521 B(I)=(Y(I)*DT+T0(I))*H2
 A(1,1)=1.0
 B(1)=T1(1)
 A(NY,NY-1)=1.0
 A(NY,NY)=-1.0
 B(NY)=0.0
 CALL MATDEC(NY,NDIM,A,IPVT)
 CALL MATSOL(NY,NDIM,A,IPVT,B,F)
 FA=0.0
 FF=0.0
 DO 530 I=1,NY-2
 FA=FA+(Y(I+2)-Y(I))**2
530 FF=FF+(T1(I+1)-F(I+1))**2
 FA=((3.*Y(1)-4.*Y(2)+Y(3))**2+(3.*Y(8)-4.*Y(7)+Y(6))**2)/8.+FA/4.
 FA=FA/H2
 FA=FF+0.5*(T1(NY)-F(NY))**2+ALPHA*FA
 RETURN
 END

C ПОДПРОГРАММА ВЫЧИСЛЕНИЯ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ
 SUBROUTINE FUN(X,Y)
C **********************************************************************
C ВХОДНАЯ И ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ - СМ. В ОПИСАНИИ SUBROUTINE POISK4
C **********************************************************************
 DIMENSION X(1)
 COMMON /COBLO0/ T0, COMMON /COBLO1/ T1, COMMON /COBLO2/ ALPHA,D,DT,H,N
 NDIM=2*N
 CALL FIALPH(ALPHA,D,DT,H,NDIM,N,T0,T1,X,Y)
 RETURN
 END

C ПОДПРОГРАММА, ОРГАНИЗУЮЩАЯ ВЫВОД ПРОМЕЖУТОЧНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
 SUBROUTINE OUT(X,FX,N,NFE)
C **********************************************************************
C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ - СМ. В ОПИСАНИИ SUBROUTINE POISK4
C **********************************************************************
 DIMENSION X(1)
 PRINT 10,NFE,FX
10 FORMAT(7X,’NFE=’,I9,3X,’FUNCTION=’,E12.4)
 DO 20 I=1,N
20 PRINT 30,X(I)
30 FORMAT(4X,E12.4)
 RETURN
 END
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 SUBROUTINE POISK4(X,FX,N,DX,EPS,FM,NFEMAX,FUN,OUT,IOUT)
C **********************************************************************
C ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ
C DX     - ВЕКТОР НАЧАЛЬНЫХ ПРИРАЩЕНИЙ ПО ПАРАМЕТРАМ.
C EPS    - ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ПОГРЕШНОСТЬ НАХОЖДЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОЙ ТОЧКИ
C   (РЕКОМЕНДУЕТСЯ ЗАДАВАТЬ В ДИАПАЗОНЕ 0.00001-0.001).
C FM     - ЗНАЧЕНИЕ, ДО КОТОРОГО НУЖНО МИНИМИЗИРОВАТЬ ЦЕЛЕВУЮ ФУНКЦИЮ
C   (ПРИ FX.LE.FM ПОИСК ПРЕКРАЩАЕТСЯ).
C FUN    - ИМЯ ПОДПРОГРАММЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ.
C N      - КОЛИЧЕСТВО ПЕРЕМЕННЫХ.
C NFEMAX - МАКСИМАЛЬНОЕ ЧИСЛО ВЫЧИСЛЕНИЙ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ.
C
C ВХОДНО-ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ
C X - НАЧАЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ВЕКТОРА НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ (НА ВХОДЕ),
C     ПОЛУЧЕННОЕ ЗНАЧЕНИЕ ВЕКТОРА НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ, МИНИМИЗИРУЮЩЕЕ
C ЦЕЛЕВУЮ ФУНКЦИЮ (НА ВЫХОДЕ).
C 
C ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ
C FX - ЗНАЧЕНИЕ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ ПРИ ПОЛУЧЕННОМ ЗНАЧЕНИИ ВЕКТОРА Х.
C **********************************************************************
C ТРЕБУЕМЫЕ ПОДПРОГРАММЫ
C FUN - ПОДПРОГРАММA ВЫЧИСЛЕНИЯ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ. 
C       ЕЕ ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ - X (ВЕКТОР ЗНАЧЕНИЙ ПЕРЕМЕННЫХ).
C       ЕЕ ВЫХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ - Y (ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ ДЛЯ ВЕКТОРА Х).
C OUT - ПОДПРОГРАММА, ОРГАНИЗУЮЩАЯ ВЫВОД ПРОМЕЖУТОЧНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ.
C   ЕЕ ВХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ - X (ВЕКТОР ЗНАЧЕНИЙ ПЕРЕМЕННЫХ), 
C       FX (ЗНАЧЕНИЕ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ В ТОЧКЕ Х), N (РАЗМЕРНОСТЬ ВЕКТОРА 
C       Х), NFE (ЧИСЛО ВЫЧИСЛЕНИЙ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ).
C **********************************************************************
C    ЭТА ПОДПРОГРАММА ПРИВЕДЕНА В КНИГЕ КРУТЬКО И ДР., 1988, С. 272-275
 DIMENSION X(N),DX(N),Y(10),Z(10),S(10,10),S1(10,10)
C  Y,Z - РАБОЧИЕ МАССИВЫ РАЗМЕРОМ НЕ МЕНЕЕ N
C  S,S1 - РАБОЧИЕ МАССИВЫ РАЗМЕРОМ НЕ МЕНЕЕ (N,N)
 CALL FUN(X,FX)
 NFE=1
 IF(IOUT.NE.0) CALL OUT(X,FX,N,NFE)
 IF(N.GT.1) GO TO 25
 PRINT 3
3 FORMAT(‘UNIDIMENSIONAL SEARCH IS NECESSARY’)
C  ОДНОМЕРНЫЙ ПОИСК В ДАННОЙ ВЕРСИИ ПРОГРАММЫ НЕ РЕАЛИЗОВАН
 GO TO 200
C  МНОГОМЕРНЫЙ ПОИСК
25 DO 35 I=1,N
 DO 30 J=1,N
30 S(I,J)=0.
35 S(I,I)=DX(I)
 ALFA=1.
C  ЦИКЛ ПО НАПРАВЛЕНИЯМ ПОИСКА
40 DO 95 I=1,N
 E=0.
 A=0.
 B=1.
 DO 45 J=1,N
 Y(J)=X(J)+ALFA*S(J,I)
45 E=E+ABS(Y(J)-X(J))/(ABS(X(J)+1.E-10))
C  ПРОВЕРКА УСЛОВИЙ ОКОНЧАНИЯ ПОИСКА
 IF(E.LE.EPS.OR.FX.LE.FM.OR.NFE.GE.NFEMAX) GO TO 125
 CALL FUN(Y,FY)
 NFE=NFE+1
 IF(FX.LE.FY) GO TO 55
 DO 50 J=1,N
 G=X(J)
 X(J)=Y(J)
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50 Y(J)=G
 G=FX
 FX=FY
 FY=G
 G=A
 A=B
 B=G
55 DO 60 J=1,N
60 Z(J)=X(J)+(X(J)-Y(J))
 C=A+(A-B)
 CALL FUN(Z,FZ)
 NFE=NFE+1
 IF(FX.LE.FZ.OR.FX.LE.FM.OR.NFE.GE.NFEMAX) GO TO 70
 DO 65 J=1,N
65 X(J)=Z(J)
 FX=FZ
 A=C
 GO TO 55
C  КВАДРАТИЧНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПО ТОЧКАМ Y, X, Z
70 D=(FY-FX)+(FZ-FX)
 IF(D.LE.0) GO TO 90
 GAMA=(FY-FZ)/(2.*D)
 DO 75 J=1,N
75 Y(J)=X(J)+GAMA*(X(J)-Y(J))
 CALL FUN(Y,FY)
 NFE=NFE+1
 B=A+GAMA*(A-B)
 ALAM=ALFA*ABS(A-C)/SQRT(D)
 IF(ALAM.LT.0.25) ALAM=0.25
 IF(ALAM.GT.4.) ALAM=4.
 IF(B.LT.0.) ALAM=-ALAM
 DO 80 J=1,N
80 S(J,I)=ALAM*S(J,I)
 IF(FX.LE.FY) GO TO 90
 DO 85 J=1,N
85 X(J)=Y(J)
 FX=FY
 A=B
90 IF(ABS(A).GT.ABS(ALAM)) ALFA=2.*ALFA
 IF(ABS(A).LT.0.25*ABS(ALAM)) ALFA=0.5*ALFA
 IF(A.NE.0..AND.IOUT.EQ.1) CALL OUT(X,FX,N,NFE)
95 CONTINUE
C  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МАТРИЦЫ НАПРАВЛЕНИЙ
 G=1./SQRT(FLOAT(N))
 DO 115 I=1,N
 IF(I.EQ.1) GO TO 100
 G=1./SQRT(FLOAT((N-I+2)*(N-I+1)))
 G1=FLOAT(N-I+1)*G
100 DO 110 J=1,N
 A=0.
 DO 105 K=1,N
105 A=A+S(J,K)
 A=G*A
 IF(I.NE.1) A=G1*S(J,I-1)-A
110 S1(J,I)=A
115 CONTINUE
 DO 120 I=1,N
 DO 120 J=1,N
120 S(I,J)=S1(I,J)
 GO TO 40
125 IF(IOUT.NE.0) CALL OUT(X,FX,N,NFE)
200 RETURN
 END
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This work is a report written at the suggestion of the talented Soviet scientist V.V. Zelenev in 1986–1987, when 

the author was a 4th year student at the Faculty of Soil Science, M.V. Lomonosov Moscow State University.

The report analyzes the equation proposed at the dawn of soil science by P.A. Kostychev for the maximum 

level of humus accumulation (and later modified by D.S. Orlov). It is shown that from the point of view of 

mathematics, the Kostychev equation is meaningless and has no solution at all. Improved by Orlov, it already has 

solution, but it seems that it still cannot be effectively used. In this regard, various types of those mathematical 

models of humus dynamics are considered, which were used by specialists in soil science and ecology.
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Данная работа представляет собой материалы доклада1, подготовленные по предложению талантли-

вого советского ученого В.В. Зеленева в 1986–1987 гг. в бытность автора студентом 4-го курса факультета 

почвоведения2 МГУ им.  М.В.  Ломоносова.

В докладе приводится анализ уравнения, предложенного на заре почвоведения П.А.  Костычевым для 

максимального уровня накопления гумуса (и в дальнейшем модифицированного Д.С. Орловым). Показано, 

что с точки зрения математики уравнение Костычева лишено смысла и вообще не имеет решения. Усовер-

шенствованное Орловым, оно уже имеет решения, однако эффективно использоваться, по-видимому, все 

равно не может. В связи с этим рассматриваются различные типы тех математических моделей динамики 

гумуса, которые реально использовались специалистами в почвоведении и экологии.

Ключевые слова: накопление гумуса, математическое моделирование, распределенные модели, со-

средоточенные модели.

1 Данный доклад под названием «Об уравнении Костычева-Орлова и современных математических моделях 
гумусонакопления» был подготовлен для выступления на 3-ей Выездной (Пущинской) зимней школе факультета 
почвоведения МГУ, прошедшей в 1987  г., но по очевидным причинам выступление автора с таким докладом 
было невозможно. Публикуемый ныне текст восстановлен нами по сохранившимся наброскам и черновикам. 
При этом ссылки и список литературы были оформлена нами по правилам данного журнала, в частности, 
одному из издателей пришлось  — в тесном контакте с автором  — в ряде литературных ссылок добавить кон-
кретные страницы, поскольку в рукописи номера страниц в большинстве случаев указаны не были. Кроме того, 
рисунки были перерисованы с использованием современных средств, поскольку в «рукописи» были представлены 
невразумительными набросками от руки на клочках бумаги.  — Примечание издателей (к.б.н. Д.В.  Ильясова 
и М.В.  Янина).

2 Параллельно М.В. Глаголев обучался по индивидуальному учебному плану на факультете вычисли-
тельной математики и кибернетики МГУ им. М.В. Ломоносова. – Примечание издателей.
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Я пошел по их стопам..., но они мне показались 
убогими и лишенными реального значения.

N.  Wiener, 1958

Таким образом, гипотеза... оказалась несостоятельной 
cо всех точек зрения, хотя она и пользовалась почти 

всеобщим признанием на протяжении 20 лет. 
(Последнее можно объяснить огромным авторитетом 

автора и отсутствием… чего-либо лучшего.)

Б.А.  Воронцов-Вельяминов, 1985

ВВЕДЕНИЕ

Пионеры математического моделирования 
динамики органического вещества почв

Детищем нового времени явилось довольно 
широкое проникновение математических мето-
дов в почвоведение [Крупеников, 1981, с. 286]. 
Причем сложность объекта исследования, мно-
гочисленность и разнообразие протекающих в 
почве процессов делают математическое моде-
лирование (МаМ)1 одним из важнейших ме-
тодов исследования в почвоведении. Наиболее 
разработаны два подхода МаМ в почвоведении: 
детерминированный и стохастический. Первый 
ставит целью выяснение и математическое 
описание физической сущности явлений, на-
пример модели различных аспектов переноса 
в почвах. Второй подход учитывает вероятност-
ный характер изучаемых явлений. При этом не 
вскрывается их сущность, а отражаются наблю-
даемые результаты или строятся прогнозиру-
ющие модели по принципу «черного ящика» 
[Галицкий  и  др.,  1977; Павлова  и др.,  1977; 
Куртенер  и  Чудновский, 1979; Мироненко  и 
Пачепский,  1980; Гончар-Зайкин  и др.,  1981; 
Орлов  и  др., 1987, с. 147–149]2. Особое место 
среди почвенных приложений математики за-
нимает моделирование динамики органического 
вещества (в частности, гумуса), которому посвя-
щено чрезвычайно много работ  — см., напри-
мер, [Довнар, 1977; Hunt, 1977; Гильманов, 1978; 
Бондаренко и др., 1981; Bosatta and Ågren, 1985]. 
И это вполне понятно. 

Поскольку гумус является важным фактором 
почвенного плодородия, количественное опи-
сание процессов гумификации растительных 
остатков и органических удобрений, минерали-
зации гумуса и его динамики в почвах составля-

1 Галицкий и др. [1977] кроме математического 
отдельно рассматривают программное моделирова-
ние и аналоговое. Это конечно, неправильно – см. 
«ПРИЛОЖЕНИЕ: Об одной ошибочной классифи-
кации типов моделирования».

2 В рукописи доклада последняя ссылка вы-
глядела так: «Орлов и др., принята к публикации». 
Проконсультировавшись с автором, мы установили 
что это за работа и теперь даем правильную ссылку 
на нее, поставив конкретные страницы для удобства 
читателя. – Примечание издателей.

ет важную задачу современного почвоведения. 
Один из перспективных методов решения этой 
задачи  — математическое моделирование. Оно 
позволяет оценить интенсивность разложения в 
почве органической массы, образования гумуса и 
его минерализации, основываясь на различного 
рода косвенных данных; непосредственное экс-
периментальное определение этих характеристик 
трудоемко и методически чрезвычайно сложно 
[Мамихин и Тихомиров, 1984]. Но когда возник 
интерес к данному вопросу? Кто же был пер-
вым? Пожалуй, прежде всего в памяти всплыва-
ет имя Владимира Александровича Костицына.

В.А.  Костицын активно участвовал в рево-
люционных событиях. В 1905 г. вынужден был 
уехать в эмиграцию, где долгое время жил в 
Женеве в те годы, когда там жил В.И.  Ленин. 
В  этот период В.А.  Костицын был близок к 
большевикам [Моисеев, 1984,  с.  4]. Конечно, 
как каждый честный советский человек, 
Владимир Александрович не мог оставаться 
вдали от Родины в годину суровых испыта-
ний. И происходившее ранее общение с пе-
редовыми людьми той эпохи (а, возможно, и 
с самим Владимиром Ильичом) не могло не 
способствовать необыкновенному интеллекту-
альному (и, соответственно, карьерному) взлету 
Костицына, произошедшему в этот период. 

В.А. Костицын вернулся в Россию не позднее 
1914  г. и уже в 1917  г. был назначен политко-
миссаром полка, а в начале 20-х  гг. избирается 
профессором математики химического факульте-
та МГУ. Одновременно он работает в Главнауке 
Наркомпроса РСФСР, тесно сотрудничает с 
В.И. Вернадским (не только в области геофизики 
и геохимии, но и помогает в решении админи-
стративных вопросов по управлению Радиевым 
институтом). С конца 20-х гг. начинается плодот-
ворная и многолетняя работа В.А. Костицына с 
В. Вольтерра. Постепенно (под влиянием послед-
него) интересы В.А.  Костицына все в большей 
степени сосредоточиваются на проблемах эко-
логии. В  результате он стал первым професси-
ональным математиком, целиком посвятившим 
себя развитию математических моделей процес-
сов в биосфере [Моисеев,  1984,  с.  4–5, 7]. И, в 
частности, в [Kostitzin, 1935] им была построена 
глобальная модель, содержащая 5 переменных: 
х — массу свободного атмосферного кислорода; 
у  — общую массу СО2 в атмосфере и в океане; 
s  — общую массу О и С в рассеяных в зем-
ной коре мертвых остатках живых существ; v и 
и  — общую массу этих элементов в живущих 
ныне, соответственно, растениях и животных. 
Для переменной s Костицын предложил диф-
ференциальное уравнение 

 ds/dt  =  α35· u  +  α45· v. (1)
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Очевидно, что переменная s в значитель-
ной мере соответствует массе органического 
вещества почвы (о чем пишет и сам Костицын, 
например, определяя член α35· u  как «обога-
щение почвы в результате разложения трупов 
животных»; аналогично, член α45· u описывает 
поступление в почву О и С в составе отми-
рающих частей растений). К сожалению, эта 
модель «повисла в воздухе».

Действительно, в почвоведении цели мо-
делирования (выступающего как метод на-
учного исследования) состоят в том, чтобы, 
во-первых, разработать модели, дающие хо-
рошее описание реальных процессов и, во-
вторых, по отработанным моделям произ-
вести расчет количественных характеристик, 
т.е. решить задачу прогноза. Ценность всякой 
модели определяется степенью ее адекватно-
сти реальной действительности и возможно-
стью ее использования для прогнозов и ге-
нерации новых идей [Галицкий  и  др.,  1977]. 
Но в [Kostitzin,  1935] читаем: «Что касается 
коэффициентов в уравнении… ошибки могли 
бы оказаться существенными, если бы нас ин-
тересовали численные результаты. Однако при 
низкой точности данных, которыми мы можем 
располагать, доводить изучение проблемы до 
численных оценок было бы самообманом». 
В  результате, Костицын не решился дать ни-
каких численных оценок коэффициентов мо-
дели, а потому не смог достигнуть ни первой, 
ни второй цели моделирования — не доказал, 
что его модель обеспечивает хорошее описание 
реальных процессов и не решил задачу про-
гноза. Это в значительной степени обесцени-
вает его модель. Но, более того, даже если бы 
численные значения параметров были опреде-
лены, все равно использовать предложенное 
Костицыным уравнение было бы нельзя, по-
скольку оно  — неверное1. 

1 В связи с этим я не буду рассматривать осталь-
ные уравнения модели Костицына – раз уж самое для 
нас основное уравнение никуда не годится. Вообще, 
может показаться странным, что Костицын сделал 
такую ошибку — забыл о возможности разложения 
органики. Однако, если посмотреть с, так сказать, 
общественно-политической точки зрения, ничего 
удивительного тут нет. К сожалению, я не смог 
найти подробную биографию Костицына, но из тех 
скупых сведений, которые сообщает Н.Н. Моисеев 
[1984, с. 5] («Начало второй мировой войны застало 
В.А. Костицына в Париже… Умер В.А. Костицын в 
Париже в 1963 г.») можно с большой вероятностью 
сделать вывод, что в какой-то момент он эмигри-
ровал, фактически, предал Родину. Естественно, 
лишенный животворящих корней, любой эмигрант 
зачахнет и увянет, что для бывшего ученого неиз-
бежно должно выразиться в утере интеллектуального 
потенциала.

В почве протекают процессы распада и но-
вообразования гумуса [Довнар, 1977]. Понятно, 
что если в уравнении для скорости суммарного 
изменения концентрации органики слагаемое, 
соответствующее образованию гумуса, будет по-
ложительным, то распад гумуса должен опи-
сываться членом с противоположным знаком. 
Однако, как видим, уравнение Костицына под-
разумевает возможность только накопления 
(образования) органического вещества почвы, 
но не его разложения  — в это уравнение вхо-
дят слагаемые только одного и того же знака. 
К  счастью, пионерская работа советского уче-
ного была удачно дополнена другими исследо-
вателями.

Многое в этом отношении сделал Г. Иенни 
[Крупеников,  1981,  с.  286], уделявший суще-
ственное внимание именно описанию разложе-
ния органики. Но, оказывается, это все были 
последователи, а вот первооткрыватель жил и 
творил намного раньше…

Орлов [1985] высказывает предположение о 
том, что впервые количественно решал вопрос 
о максимальных уровнях накопления гумуса в 
различных почвах П.А.  Костычев. И сожале-
ет по поводу того, что «…почти через 100 лет 
 после работ П.А. Костычева появляются в печа-
ти публикации, посвященные математическому 
моделированию гумусонакопления, в которых 
даже не упоминаются приоритетные идеи и рас-
четы П.А. Костычева». Однако, склоняя голову 
перед первопроходцем, мы не можем не захо-
теть разобраться: есть ли в математических иде-
ях Костычева что-нибудь замечательное кроме 
их седой древности.

Поэтому, во-первых, целью моего доклада 
будет анализ (с чисто математической точки 
зрения) этих «приоритетных идей и расчетов», 
призванный ответить на простой вопрос: есть 
ли в них что-либо разумное или же они не упо-
минаются современными специалистами про-
сто потому, что представляют собой очевидную 
ерунду. Забегая вперед, скажу, что  поскольку 
так и оказалось, то, разумеется, было бы нелепо 
привлекать ваше внимание лишь к этой чепухе, 
поэтому, во-вторых, я счел необходимым дать 
краткий обзор современных математических 
моделей в этой области.

Уравнение Костычева 

Поставив задачу оценить предельный уро-
вень накопления органического вещества в по-
чвах, П.А. Костычев пришел к простому выво-
ду о том, что прироста гумуса не будет, если 
поступление органического вещества равно его 
разложению; но более важен, по его мнению, 
другой случай, когда разлагается органического 
вещества в почве меньше, чем его поступает с 
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растительными остатками, но и при этом на-
копление гумуса не может продолжаться бес-
конечно. По мнению П.А. Костычева, прирост 
органического вещества прекратится тогда, ког-
да будет соблюдаться равенство1:

0.5А  +  (0.5)2А + … + (0.5)n–1А = A,

где A — ежегодный прирост органического ве-
щества на той же площади (взят условно), n — 
число лет наблюдения [Орлов, 1985].

К сожалению, мне не довелось познакомить-
ся с этим уравнением непосредственно в перво-
источнике, так что остается только поверить, 
что Орлов воспроизвел это довольно странное 
уравнение верно. Итак, в дальнейшем будет 
проанализировано данное уравнение, а также 
его обобщение, предложенное химиком почв 
Орловым [1985].

Используемые сокращения

АМУ  — аналоговые моделирующие устрой-
ства;

МаМ  — математическое моделирование;
ОДУ  — обыкновенное дифференциальное 

уравнение;
УЧП  — уравнение в частных производных;
ЭВМ  — электронная вычислительная ма-

шина;
ЭЦВМ  — электронно-цифровая вычисли-

тельная машина.

АНАЛИЗ УРАВНЕНИЯ КОСТЫЧЕВА-ОРЛОВА

Анализ уравнения Костычева

Орлов  [1985] считает, что одно из частных 
следствий этого закона заключается в возмож-
ности определения возраста почвы, начиная 
с ее образования и до момента установления 
равновесия. С математической точки зрения 
задача заключается в том, чтобы решить урав-
нение относительно n. Очевидно, что правую 
и левую части уравнения Костычева мы можем 
поделить на А. Тогда:

 0.5  +  (0.5)2 + … + (0.5)n–1 = 1. (2)

Как известно сумма ряда, стоящего в ле-
вой части формулы, может быть найдена 
аналитически. В общем виде (см., например, 
[Hamming,  1962,  §3.2]):
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1 О нем Орлов [1985] патетически восклицает: 
«Думается, что мы вправе и более того обязаны на-
звать это положение как закон Костычева макси-
мального гумусонакопления».

Однако нам нужен ряд, начинающийся не 
с k0, а с k1. Поскольку k0  =  1, то
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Если k  <  1, то удобнее записать формулу в 
следующем виде:
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В частном случае уравнения Костычева 
имеем k  =  0.5, m  =  n – 1. Следовательно
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Проверим полученную формулу на не-
скольких примерах. Пусть n = 2, тогда весь ряд 
состоит лишь из 1 члена (0.5) и, естественно, 
сумма ряда равна этому члену. И по выведенной 
выше формуле имеем: 1 – 0.52–1 = 1 – 0.5 = 0.5. 
Пусть теперь n = 3, тогда ряд содержит 2 члена и 
их сумма 0.5 + 0.52 = 0.5 + 0.25 = 0.75. И по на-
шей формуле имеем: 1 – 0.53–1 = 1 – 0.52 = 0.75. 
Наконец, пусть n = 4, тогда в ряду 3 члена, а их 
сумма 0.5 + 0.52 + 0.53 = 0.875. По формуле по-
лучаем то же самое: 1 – 0.54–1 = 1 – 0.53 = 0.875. 

Да, все правильно, формула работает!
Но вывод этой формулы был не самоцелью. 

Напомню, что задача-максимум: решить урав-
нение Костычева, т.е. найти из него численное 
значение n. Итак, подставим формулу для сум-
мы ряда в правую часть уравнения (2). Получим:

 1 – 0.5n–1  = 1    =>   0.5n–1  =  0.

Очевидно, что ни при каком конечном n 
последнее равенство не выполняется (оно вы-
полняется только при n  =  ∞). В этой связи 
совершенно непонятно звучит утверждение 
Орлова [1985] о том, что «приблизительные 
оценки П.А. Костычева дали для чернозема 
возраст от 11  000 до 25  000 лет». Почему 
именно такие значения? Откуда вообще мо-
жет взяться разброс (от 11 до 25 тыс.)? При 
n = 11 000 последнее равенство, конечно, не 
выполняется в точности, однако его погреш-
ность составляет весьма малую величину: 
0.511000–1 ≈ 10–3311, т.е. практически 0. Но с таким 
же успехом можно было бы сказать, что «при-
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близительная оценка дала возраст 67 лет». Ведь 

0.567–1 ≈ 0.00000000000000000001, а это — тоже, 
практически, 0. По крайней мере на БЭСМ-6 
вещественные константы Фортрана, который 
все мы использовали во время практических 
занятий по программированию на 2-ом кур-
се, должны быть (по модулю) больше 0.565, а 
число 0.566 будет неотличимо от 0.

Итак, совершенно ясно, что Костычев со 
своим уравнением — законом максимального 
гумусонакопления  — «сел в лужу» (впрочем, 
это вполне простительно, учитывая, его про-
исхождение из крепостных дворовых людей 
помещиков Петровых [Орлов,  1985] и того 
плачевного положения, в котором пребыва-
ло образование в царской России середины 
XIX  в.). А что же современные почвоведы?

Уравнение Костычева-Орлова

Орлов [1985] считает, что «следует заменить 
величину 0.5 на дифференцированный по зонам 
коэффициент k, и тогда закон… можно записать 
в виде: kА  +  k2А + … + kn–1А = A». Данный 
«закон», таким образом, уместно будет назвать 
уравнением Костычева-Орлова. Никаких 
новых сложностей анализ этого уравнения не 
содержит. Поскольку в левой части мы опять 
имеем хорошо известную еще со школы гео-
метрическую прогрессию, то можем воспользо-
ваться формулой (3), в результате чего получим: 
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Отсюда следует, что при 2 · k  >  1 (т.е. при 
k  >  0.5) уравнение Костычева-Орлова имеет 
действительное решение и при том единствен-
ное. Однако мне представляется, что уравнение 
Костычева-Орлова все равно не найдет широко-
го применения в почвоведении. Действительно, 
чему равно численное значение k?

Орлов [1985] учит нас, что k представляет со-
бой «дифференцированный по зонам коэффи-
циент». Но как (конкретно!) рассчитать k в той 
или иной зоне (т.е. для того или иного зональ-
ного типа почв)? Нет ответа. Более того, хочу 
обратить внимание на одно неприятное свой-
ство коэффициента k: очень небольшому из-
менению k соответсвует огромное изменение n. 

Например, для образования плодородной 
вулканической почвы требуется всего 10–20 лет 
[Ковда, 1973, с. 254], т.е. в данном случае можно 
считать, что n не менее 10. Какое значение k 
соответствует n  =  10? Чтобы ответить на этот 
вопрос, нужно решить уравнение (4) относи-
тельно k, т.е. выразить k через n или, иначе 

говоря, k  — как функцию n (тогда как сейчас 
мы имеем, наоборот, n как функцию k). 

Как известно, далеко не всякое уравнение 
может быть решено точно. В первую очередь 
это относится к большинству трансцендентных 
уравнений, т.е. уравнений, в которых неизвест-
ная находится под знаком трансцендентной 
функции [Гутер  и  Резниковский,  1971,  с.  34]. 
Очевидно, что уравнение (4)  — трансцендент-
ное, и аналитически в общем виде решить его 
невозможно (или, по крайней мере, я не знаю, 
как это сделать).

Однако точное решение уравнения не всег-
да является необходимым. Задачу отыскания 
корней уравнения можно считать практически 
решенной, если мы сумеем определить корни с 
нужной степенью точности. Методом подбора 
корней [Гутер  и  Резниковский, 1971,  с. 34, 63] 
легко найти k(10)  =  0.50049313. А, как мы ви-
дели выше, бесконечно большому количеству 
лет формирования почвы (начиная с ее об-
разования и до момента установления равно-
весия, когда поступление органического ве-
щества равно его разложению) соответствует 
k(∞)  =  0.5. Следовательно, всем возможным 
значениям возраста почвы (сотни, тысячи, де-
сятки тысяч лет [Ковда,  1973,  с.  254-266]) со-
ответствуют какие-то значения коэффициен-
та k, заключенные в очень узком интервале: 
0.5000  <  k  <  0.5005.

Кстати, тот факт, что все корни оказы-
ваются весьма близки к 0.5, позволяет дать 
очень простое приближенное аналитическое 
решение уравнения (4). Для удобства введем 
новую переменную x, такую, что k  =  0.5  +  x 
(т.е. x  =  k  –  0.5). Тогда (4) можно переписать 
в следующем виде: 

n  =  ln(x · 2)/ln(0.5  +  x).

Поскольку 0.5  >>  x, можно считать, что 

 0.5  +  x  ≈  0.5, (5)
следовательно,

n  ≈  [ln(x)  +  ln(2)]/ln(0.5) = ln(x)/ln(0.5) +

+  ln(2)/ln(0.5)  = ln(x)/ln(0.5) - 1.

Отсюда

ln(x)/ln(0.5) ≈  n + 1 => 

ln(x) ≈  (n + 1)·ln(0.5) => x ≈  e(n + 1)·ln(0.5).

Окончательно (для k) имеем:

k ≈ 0.5 + e(n + 1)·ln(0.5) = 0.5 + 0.5n + 1 = 0.5·(1 + 0.5n). (6)

Например, для n = 10 получаем: 
k ≈ 0.5 + e(n + 1) · ln(0.5) ≈ 0.5004883, т.е. отно-
сительная погрешность определения кор-
ня по полученной выше формуле составила 
(0.5004931 – 0.5004883)/0.5004931 ~  10-6, т.е. ~10-4%. 
Понятно, что для n  >  10 точность вычисления 
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k по приближенной формуле (6) будет еще 
лучше, поскольку чем больше n, тем меньше 
х, и, следовательно, тем точнее выполняется 
приближенное равенство (5) в предположении 
которого получена формула (6). Теперь, имея 
эту замечательную формулу, нетрудно будет 
оценить значения предложенного Орловым ко-
эффициента k для почв принципиально разного 
возраста.

Еще В.В.  Докучаев (1883) установил, что 
в течение 760 лет на известковых плитах 
Староладожской крепости образовались почвы, 
представляющие полный аналог растительно-
наземных почв, лежащих на различного рода 
известковых образованиях [Ковда, 1973, с. 254]. 
Легко вычислить, что для n  =  760

228
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Возраст черноземов по гумусу составляет 
около 7.5  тыс.  лет [Ковда,  1973,  с.  254]. Тогда 
(для n  =  7500) будем иметь

2257

0.5 00...00 9
нулей

k ( ��� .

Как видим, предложенный химиком почв 
Орловым коэффициент, который якобы раз-
личается для разных природных зон, на прак-
тике всегда оказывается, фактически, равным 
0.5. И  кому же нужен такой коэффициент? 
Думается, что никому. Поэтому могу пред-
сказать, что никто его применять не будет. 
Впрочем, химика почв Орлова извиняет то, что 
он именно химик, а не математик.

Но экология, по свидетельству Свирежева 
[1981], представляет собой ту область, куда ма-
тематические методы проникли наиболее глу-
боко, настолько, что математическую экологию 
можно считать одной из ветвей прикладной 
математики. Понятно, что прикладной мате-
матикой должны заниматься не химики (тем 
более — химики почв), а математики. Поэтому 
теперь обратимся к моделям, созданным насто-
ящими специалистами.

СОВРЕМЕННЫЕ1 СОСРЕДОТОЧЕННЫЕ 

МОДЕЛИ ДИНАМИКИ ПОЧВЕННОЙ 

ОРГАНИКИ

Построение комплексных имитационных мо-
делей с целью изучения, управления и констру-
ирования экосистем на основе системного под-
хода в настоящее время выступает как наиболее 
важная и актуальная задача экологии и смеж-
ных естественных наук, включая почвоведение 

1 Напомним, что для автора «современностью» 
была середина 80-х гг. ХХ-го в.  — Примечание из-
дателей.

[Гильманов,  1977]. В последние годы в почво-
ведении разрабатываются методы электронно-
математического моделирования различных по-
чвенных процессов [Ковда,  1973,  с.  34]. При 
построении имитационных моделей сложных 
динамичных систем особо важная роль принад-
лежит отношениям между переменными, ко-
торые выражаются обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями или системами таких 
уравнений. В частности, эти уравнения широко 
применяются в моделях с сосредоточенны-
ми параметрами, в которых переменные 
состояния изменяются во времени, но не 
зависят от пространственных координат 
[Гильманов,  1977,  с.  39] (такие модели также 
принято называть «точечными» или «нульмер-
ными» [Моисеев,  1984,  с.  59]). Для краткости 
далее я буду использовать термин «сосредото-
ченные модели».

Поскольку одно и то же явление может быть 
представлено многими моделями, основанными 
на разных принципах [Галицкий  и  др., 1977], 
то и различных моделей динамики органиче-
ского вещества создано к настоящему времени 
изрядное количество. Разумеется, в этом кра-
тком докладе я не смогу не только подробно 
рассмотреть их все, но даже хотя бы упомя-
нуть2. Считаю, что нужно обратить внимание, 
во-первых, на модели различных классов (чтобы 
дать представление о разных подходах) и, во-
вторых, на ошибки в опубликованных моделях 
(дабы облегчить путь следующим поколени-
ям  — чтобы они не теряли время в тщетных 
попытках заставить работать неправильную мо-
дель или как-то разумно объяснить выдаваемые 
ею бессмысленные результаты).

Общий вид линейной сосредоточенной 
модели почвенной системы

Пусть ui — содержание вещества в i-ом бло-
ке; t — время; аij — коэффициенты, характери-
зующие интенсивность выноса (потерю) веще-
ства из i-го блока в j-ый; аji — коэффициенты, 
характеризующие интенсивность поступления 
вещества из j-го в i-ый блок. Перенос веще-
ства (или элемента) в почве может быть опи-
сан системой дифференциальных уравнений 
[Чертов  и  Прохоров,  1977]. К сожалению, об-
щая форма математической модели Чертова-
Прохорова была лишена физического смысла3,   

2 К тому же, многие публикации, наверное, мне 
пока просто не встретились, поэтому я знаю далеко 
не все модели.

3 В [Чертов  и  Прохоров,  1977] правая часть была 
записана в виде: Σ(aji·uj) – Σ(aij·uj). Обратим внимание 
на последний член (ибо ошибка — в нем!). Получается, 
что интенсивность выноса вещества из i-го блока в j-ый 
пропорциональна содержанию вещества не в том блоке, 
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поэтому я сразу запишу исправленный и до-
полненный вариант уравнений:
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где bi  — скорость поступления вещества извне 
(из источников, которые не могут быть ото-
ждествлены ни с одним из блоков рассматри-
ваемой системы). Модели такого типа пред-
ставляется естественным называть «блочными» 
или «компартментными» (от англ. «compartment 
model» [Hunt,  1977]).

Чертов  и  Прохоров  [1977] рассматривают 
8 блоков (n = 8): 1) аккумулятивные горизонты 
почвы, 2) элювиальные горизонты (представле-
ны не везде), 3) иллювиально-метаморфические 
горизонты, 4) подстилающая порода, 5) расти-
тельность и другие организмы, 6)  атмосфера, 
7)  человек, 8)  смежные почвенные системы. 
При этом блоки №№  4-8 считались «внешни-
ми» по отношению к почве, в связи с чем не-
обходимость в каком-либо описании поступле-
ния вещества еще откуда-то «извне» отпадала 
и принималось bi  =  0. Другие исследователи, 
принимая общую идею модели  — о  переходе 
(по простому  — линейному  — закону) веще-
ства из одних блоков в другие, рассматривают 

откуда оно выносится, а в том, в который оно поступает 
(и чем больше там — в j-ом блоке — вещества, тем силь-
нее оно будет «высасываться» из i-го блока). Именно 
эта абсурдная гипотеза о законе выноса вещества при-
водит модель Чертова-Прохорова к полному фиаско. 
Действительно, рассмотрим простейший пример — си-
стему из 2 блоков. Пусть u1  — содержание гумуса в 
почве, а u2 — органическое вещество растений и других 
организмов. Уравнения этой «двух-блочной» модели, 
представленной в форме Чертова-Прохорова, таковы: 
du1/dt = a11·u1 + a21·u2 – a11·u1 – a12·u2, du2/dt = a12·u1 + 
+ a22·u2 – a21·u1 – a22·u2. Или, после приведения подобных 
членов: du1/dt  =  a21·u2  –  a12·u2, du2/dt  =  a12·u1  –  a21·u1. 
Предположим, во-первых, что растения посадили на 
почву, в которой гумуса практически нет, например, 
на чистый песок. С математической точки зрения, это 
будет означать, что в начальный момент времени u1 = 0. 
И, во-вторых, организуем эксперимент так, чтобы не 
было поступления органического вещества из расте-
ний в гумус. Математически это будет означать, что 
a21  =  0. Тогда будем иметь простое уравнение для ди-
намики содержания гумуса в почве: du1/dt  =  –a12·u2. 
Поскольку какое-то (значительное!) количество органи-
ки в растениях есть, то член a12·u2 > 0 и, следовательно, 
du1/dt  <  0, т.е. концентрация гумуса будет падать. Но, 
как мы помним, в начальный момент времени u1 =  0, 
поэтому, падая, концентрация гумуса в следующей мо-
мент времени станет… отрицательной. Бессмысленность 
модели Чертова-Прохорова доказана! Тут же замечу, что 
в исправленной модели (7) скорость падения концен-
трации гумуса пропорциональна самой концентрации 
гумуса, и раз, по условию, эта концентрация в нашем 
примере нулевая, то и скорость уменьшения ее тоже бу-
дет равна нулю. Ноль останется нулем! Все правильно!!!

иные, иногда весьма сложные, системы бло-
ков: см., например, [Hunt,  1977; Bolin,  1981; 
Emanuel  et  al.,  1981; Van  Veen  and  Paul,  1981; 
Мамихин  и Тихомиров,  1984]. Но начнем мы 
с очень простой модели.

Модель Довнара

В [Довнар, 1977] предпринята попытка коли-
чественного описания динамики гумуса в дер-
ново-подзолистой почве (характеризующейся 
невысоким содержанием гумусовых веществ, 
сосредоточенных в пахотном горизонте) при 
помощи простейшей модели, учитывающей 
процессы накопления и распада органики.

Пусть А  — поступающее в почву органиче-
ское вещество; β — коэффициент его гумифика-
ции; λ – коэффициент распада гумуса. В пред-
лагаемой модели β и относительная скорость 
распада гумуса принимаются независящими 
от содержания гумуса в почве и количества 
поступающих органических остатков. Модель 
адаптируется к различным почвенно-климати-
ческим условиям и качественному составу по-
ступающего в почву органического вещества, 
посредством изменения величин коэффициен-
тов λ и β, которые должны определяться экс-
периментально1 [Довнар,  1977].

Итоговое уравнение, позволяющее рассчиты-
вать содержание гумуса в почве (Г) на любой 
наперед заданный год, выглядит следующим 
образом:

 Г = Г0 · e
–λ·t + (1  –  e–λ·t)·A · β/λ, (8)

где Г0  — исходное содержание гумуса в почве; 
е  ≈  2.72  — основание натурального логариф-
ма; t  — продолжительность времени в годах 
[Довнар,  1977].

На первый взгляд, это уравнение не похо-
же на рассмотренное выше общее уравнение 
блоковых моделей (7). Однако, хотя автор и не 
пишет об этом, но совершенно очевидно, что 
данное уравнение не «упало с потолка», а было 
получено в результате решения дифференци-
ального уравнения простой блочной модели. 
Действительно, построим модель типа (7) для 
углерода в двух блоках: в почве (где, будем счи-
тать, он входит, в основном, в состав гумуса) и 
в атмосфере (в основном, в составе СО2):

du1/dt  =  b1 + a21· u2  –  a12· u1,    

du2/dt  =  b2 + a12· u1  –  a21· u2,

здесь u1 и u2  — содержание углерода, соот-
ветственно, в почве (в гумусе) и в атмосфере 

1 Наибольшая аппроксимация модели к происходя-
щим в почве процессам распада и биосинтеза гумуса 
достигается за промежутки времени от нескольких лет 
до нескольких десятков лет [Довнар,  1977].
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(в СО2); b1  — скорость поступления в почву 
углерода (в составе органических веществ рас-
тительного и животного происхождения); a12 — 
коэффициент, характеризующий интенсивность 
выноса углерода из почвы в атмосферу (в ре-
зультате разложения гумуса); поскольку нет 
никакого значимого процесса, обеспечиваю-
щего перенос углерода из атмосферного СО2 
в почвенный гумус, то коэффициентом a21, 
характеризующим интенсивность такого пере-
носа, можно пренебречь (a21 = 0). Тогда первое 
уравнение системы (а для описания динамики 
гумуса только оно-то нам и нужно) примет бо-
лее простой вид:

du1/dt  =  b1 –  a12·u1.

Пусть k — коэффициент пересчета содержания 
углерода в почве на содержание в ней гумуса 
(т.е. k  =  Г/u1). Домножив последнее диффе-
ренциальное уравнение на k и обозначив k · b1 
через А · β, а a12  — через λ, получим:

dГ/dt  =  А · β –  λ·Г.

С помощью методов аналитического инте-
грирования обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (см., например, [Бронштейн  и 
Семендяев, 1986, с. 307–308]) легко показать, 
что формула (8) как раз будет решением по-
лученного уравнения при начальном условии 
Г(0)  =  Г0 и постоянных значениях А, β,  λ.

Понятно, что такая простая модель будет 
чрезвычайно грубой и вряд ли может дать что-то 
полезное для понимания реальных природных 
процессов. Поэтому рассмотрим теперь суще-
ственно более сложную модель.

7-компартментная модель цикла углерода

Схема модели [Bolin,  1981] представлена на 
рис. 1. Всего в модели 7 блоков (резервуаров 
углерода), и, следовательно, 7 переменных со-
стояния: количество углерода, соответствен-
но, в атмосфере (Na), в составе коротко-
живущей (Nb) и долгоживущей биоты (Nw), 
в почве в составе гумуса (Nh) и в иных по-
чвенных резервуарах (Ns), а также в глубоких 
(Nd) и в поверхностных1 слоях океана (Nm). 
Какой-либо резервуар i связан с резервуаром 
j потоком Fij. Почти все потоки имеют вид 
Fij  =  kij·Ni  =  kij·(Ni0  +  ni)  =  Fij0·(1  +  ni/Ni0), где 
kij  — коэффициент обмена по кинетике 1-го 
порядка, ni  — отклонение от стационарного 
значения для резервуара i; подстрочным ин-
дексом «0» помечены соответствующие значе-
ния в стационарном состоянии. В своей работе 
автор приводит как уравнения, так и значения 

1 «Слой перемешивания» (mixed layer of the ocean 
[Bolin, 1981]).

параметров (или хотя бы формулы, позволяю-
щие вычислить их). В силу тривиальности этих 
уравнений я не буду их рассматривать, за ис-
ключением двух неочевидных моментов.

Во-первых, поток из атмосферы в коротко-
живущую биоту (фотосинтез) зависит не только 
от na но и от nb:

 Fab  =  Fab0·(1  +  βa·na/Na0  +  βb·nb/Nb0), (9)

во-вторых, поток из океана (т.е. из его верх-
него слоя) в атмосферу задается формулой 
Fma  =  kam·(Na0  +  ξ · Na0·nm/Nm0), где ξ  =  10 
[Bolin,  1981].

Среди прочего, данная модель использова-
лась для прогнозов цикла углерода в условиях 
возможного изменения климата. В частности, 
эмиссия СО2 в атмосферу задавалась по экс-
поненциальному закону. Т.е. в обозначениях 
системы (7) источниковый член для уравне-
ния атмосферного углерода задавался в виде 
ba = γ0·exp(α · t), где α = 0.03 1/год. Кроме того, 
в исходную модель были добавлены периоди-
ческие изменения температуры поверхностных 
вод океана [Bolin, 1981]. К сожалению, данная 
модель не лишена бросающихся в глаза недо-
статков. Во-первых, поскольку фотосинтетиче-
ский поток из атмосферы идет только в «ко-
роткоживущую биоту», то, очевидно, последняя 
представляет собой растения (или части рас-
тений, содержащие хлорофилл). Но что за без-
дыханная «долгоживущая биота»  — что это за 
биота, которая не производит СО2? Во-вторых, 
в реальности гумус и иной углерод почвы в ре-
зультате эрозии может смываться в реки и далее 
выноситься в моря (океан). Но таких потоков 
(из «гумуса» и «почвы» в «слой перемешивания 
океана») в модели нет.

Однако это все  — частные недостатки, ко-
торые могут быть легко ликвидированы после 
небольшой чисто технической доработки моде-
ли (совсем несложно добавить отсутствующие 
стрелочки, чуть сложнее, но тоже вполне воз-
можно, выписать формулы для соответствую-
щих потоков и задать  — на основе литератур-
ных данных  — численные значения входящих 
в них кинетических параметров). Но теперь, 
когда мы рассмотрели уже несколько компар-
тментных моделей, становится очевидным, что 
модели такого типа имеют следующий су-
щественный недостаток. В реальности все 
процессы происходят в пространстве, и поэтому 
их протекание может существенно различать-
ся в разных точках пространства. Но в модели 
понятие пространства отсутствует, т.е. 
как бы считается, что в каждом блоке 
(например, в почве) происходит мгновенное 
и полное перемешивание поступающего туда 
вещества. Если не выходить за рамки рассма-
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триваемого типа моделей, то отчасти решить 
эту проблему можно, разбивая исходный блок 
на несколько блоков, соответствующих разным 
пространственным частям исходного блока (при 
этом вместо одной переменной, соответствовав-
шей содержанию вещества в исходном блоке, 
появится несколько новых переменных, опи-
сывающих содержание вещества в его разных 
пространственных частях). 

В принципе, зачатки этого подхода вид-
ны уже в только что рассмотренной модели 
Bolin  [1981]: океан был разбит (по вертикали) 
на 2 блока: поверхностные и глубокие воды. 
Однако тут возникает новый вопрос: на сколько 
блоков надо разделить исходный блок для по-
лучения реалистичного описания? Полностью 
проблема пространственного распределения ре-
шается в рамках иного класса моделей (более 
реалистичных), а именно — в пространственно-
распределенных моделях, описываемых уравне-
ниями в частных производных. Такие модели 
я рассмотрю ниже, а сейчас коснусь одной из 
моделей типа (7), в которой почва была раз-
делена на 4 слоя (подстилка + еще 3 слоя).

Подмодель разложения в модели ELM

Рассматриваемая ниже компартментная 
модель является частью (подмоделью) ELM  — 
модели экосистемного уровня. Подмодель раз-
ложения была разработана для описания как 
динамики организмов, разрушающих сложную 
органику, так и динамики питательных суб-
стратов для этих организмов. Организмы не 
разделяются по видам, но отдельно рассма-
триваются активные и неактивные организмы 
(различающиеся скоростями дыхания и отми-
рания; кроме того, лишь активные организмы 

могут потреблять субстраты). Субстраты в мо-
дели представлены гумусом, экскрементами, и 
останками живых организмов. За исключением 
гумуса, каждый из перечисленных субстратов 
подразделялся на две фракции: быстро и мед-
ленно разлагающегося материала. Доли этих 
фракций в каждом субстрате вычисляются в 
зависимости от начального содержания азота 
в нем. Но блоки в модели выделены не толь-
ко в соответствии с количеством разных суб-
стратов, их фракций и состоянием организмов. 
Также введено разделение по глубине (напри-
мер, гумус в почвенном слое 0–4  см  — это 
один блок, а гумус в слое 4–15  см  — другой). 
Это необходимо в связи с тем, что наиболее 
важные управляющие факторы внешней среды 
(температура и влажность почвы) изменяются с 
глубиной [Hunt, 1977, 1978]. Все блоки подмо-
дели разложения перечислены в табл., а общая 
структура потоков показана на рис. 2.

Содержание азота, потоки тепла и влаги 
рассчитываются другими подмоделями в рам-
ках ELM. Также при помощи соответствую-
щих подмоделей (продуцентов и консумен-
тов) рассчитываются «внешние» входные (в 
блоки подмодели разложения) потоки, т.е. bi 
в ур. (7). Предсказания модели сравнивались 
с экспериментальными данными. При этом 
оказалось, что выделение СО2 и разложение 
подстилки прогнозируются моделью достаточ-
но хорошо, но активная биомасса (экспери-
ментально оценивавшаяся по АТФ)  — плохо 
[Hunt,  1977].

Учет влияния факторов внешней среды

Экосистемы функционируют в меняющих-
ся условиях среды, что является одной из ос-

Слой перемешивания 
океана (Nm0 = 1000)

Короткоживущая
биота (Nb0 = 130)

Долгоживущая
биота (Nw0 = 700)

Атмосфера
(Na0 = 700)

Fma0 = 100

Fam0 = 100

Fmd0 = 33.3 Fdm0 = 33.3

Fhs0 = 2Fsa0 = 2

Fwh0 = 15

Fbw0 = 15Fbh0 = 40

Fab0 = 110

Fha0 = 53

Fba0 = 55

Почва
(Ns0 = 1500)

Гумус
(Nh0 = 60)

Глубокие слои океана 
(Nd0 = 36000)

Рис. 1. Блоковая диаграмма модели цикла углерода Bolin [1981]. 

Объемы резервуаров углерода выражены в Гт, а потоки между ними — в Гт/год [Bolin, 1981] (1 Гт = 109 т). 
Поскольку приведены числовые значения для стационарного состояния, то и объемы резервуаров, и по-
токи помечены подстрочным индексом «0».
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новных причин динамичности их внутренних 
процессов [Гильманов, 1978, с. 91]. В моделях, 
описывающих динамику почвенного органиче-
ского вещества, общим подходом, позволяю-
щим учесть влияние k факторов внешней среды, 
считается следующий. Определим множители 
0 ≤ φk ≤ 1, каждый из которых зависит от одного 
фактора среды, причем φk  =  1 при оптималь-
ном значении данного фактора и φk может па-
дать до 0 в реальных (не слишком благоприят-
ных) условиях. Совокупное действие факторов 
описывается посредством перемножения всех 
φk [Van  Veen  and  Paul,  1981]. Рассмотрим для 
определенности влияние только температуры 
(Т) и влажности (W). Тогда коэффициенты аij 
в (7) следует представить в виде: аij  =  φij

Т(Т) · 
φij

W(W) · аij
0  =  Фij·аij

0, где аij
0  — значения соот-

ветствующих коэффициентов при оптимальной 
температуре и влажности (т.е. при φij

Т = φij
W = 1). 

Очевидно, что раз возникает понятие об оп-
тимальном значении фактора, то зависимость 
φk от значений соответствующего фактора, ско-
рее всего, будет иметь колоколообразный вид. 
Выбор подходящей аналитической формулы, 
адекватно описывающей зависимость такого 
вида, будет определяться конкретными экспе-
риментальными данными и их погрешностью. 
С  математической точки зрения данная задача 
не представляет особого интереса (и вообще ле-
жит в стороне от рассматриваемых здесь вопро-
сов построения моделей динамики почвенной 
органики), поэтому затрагивать ее я не буду.

Существует и другой подход к учету вли-
яния факторов внешней среды: берется не 
произведение индивидуальных множителей, а 
наименьший из них. Возможен и комбиниро-
ванный подход. Так в модели NCSOIL сначала 
по кинетике 1-го порядка рассчитываются по-
тенциально возможные скорости разложения 
разных типов органики в данных гидротерми-
ческих условиях, и при этом Фij = min(φij

Т, φij
W). 

А реально достижимые («актуальные») скорости 
в дальнейшем вычисляются путем домножения 
потенциальных на фактор φN, зависящий от со-
держания азота (правда, в отличие от сказанно-
го выше, последний может принимать значения 
вплоть до 1.1, а не до 1.0) [Molina  et  al.,  1983].

Нелинейные модели

В общем случае, с течением времени изме-
няется не только состав внешних факторов сре-
ды и структура их воздействий на экосистему, 
но изменяются состав, свойства и внутренняя 
структура экосистемы; меняются и обратные 
воздействия экосистемы на среду. Реакции 
экосистемы на воздействия окружающей сре-
ды часто отличаются задержками, кумулятив-
ными или пороговыми эффектами [Гильманов, 
1978,  с.  91]. Понятно, что многое из перечис-
ленного принципиально невозможно описать 
в рамках рассматривавшегося выше линейного 
подхода (например, это относится к пороговым 
эффектам, а также к изменениям состава, струк-
туры и свойств экосистемы, если эти изменения 
происходят не принудительно в наперед задан-
ный момент времени, а вызываются текущим 
состоянием самой экосистемы  — значениями 
переменных состояния).

Поэтому функции, определяющие эти из-
менения (законы поведения экосистемы), как 
правило нелинейны [Гильманов,  1978,  с.  91]. 
В  связи с этим, естественным этапом разви-
тия моделей динамики почвенной органики 
явился переход к нелинейным моделям, при 
том, что общая логика балансового подхода 
компартментных моделей осталась прежней: 
скорость изменения количества вещества в 
каждом блоке складывается из положительных 
потоков, обеспечивающих поступление данно-
го вещества в блок, и отрицательных потоков, 
ответственных за удаление вещества из рас-
сматриваемого блока. Но величины потоков 

Таблица. Выделение  блоков подмодели разложения (в модели ELM).

По веществам или организмам
По глубине

подстилка 0–4 см 4–15 см 15–60 см

Экскременты Легкоразлагаемые + - - -

Трудноразлагаемые + - - -

Иная органика Легкоразлагаемая + + + +

Трудноразлагаемая + + + +

Гумус - + + +

Организмы-деструкторы Активные + + + +

Неактивные + + + +

*Примечание: «+» означает,  что  такой  блок  в модели есть; «-» — такого блока нет
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уже не обязательно линейны — теперь они 
могут зависеть от концентраций рассматрива-
емых веществ нелинейным образом. С мате-
матической точки зрения сказанное означает, 
что в нелинейных блочных моделях коэффи-
циенты аij и аji в ур. (7) становятся функция-

ми u1,  u2,  …,  un: аij  =  fij(u1,  u2,  …,  un)  =  fij(u), 
аji  =  fji(u1,  u2,  …,  un)  =  fji(u). 

Вообще говоря, рассмотренная выше 
7-компартментная модель цикла углерода ис-
ходно была нелинейной  — поток из атмос-
феры в короткоживущую биоту (фотосинтез) 

Поток органики из рогатого скота,
мелких млекопитающих и кузнечиков

Поток органики из 
пищевых отбросов, 

живых и мертвых 
корней, мертвых 

кузнечиков и мелких 
млекопитающих

Поток органики из 
мочи рогатого скота, 

живых крон и корней

Поток органики 
из живых корней

Поток органики 
из живых корней

Легкоразлогаемые 
экскременты

Активные организмы-
деструкторы в подстилке

Активные организмы-
деструкторы в слое 0-4 см

Активные организмы-
деструкторы в слое 4-15 см

Активные организмы-
деструкторы в слое 15-60 см

Неактивные организмы-
деструкторы в слое 15-60 см

Неактивные организмы-
деструкторы в слое 4-15 см

Неактивные организмы-
деструкторы в слое 0-4 см

CO2

Неактивные организмы-
деструкторы в подстилке

Легкоразлогаемые 
экскременты

Легкоразлогаемая 
органика из подстилки

Легкоразлогаемая 
органика в слое 

0-4 см

Легкоразлогаемая 
органика в слое 

4-15 см

Легкоразлогаемая 
органика в слое 

15-60 см

Трудноразлогаемая 
органика в слое 

0-4 см

Трудноразлогаемая 
органика в слое 

4-15 см

Трудноразлогаемая 
органика в слое 

15-60 см

Трудноразлогаемая 
органика из подстилки

Гумус в слое
0-4 см

Гумус в слое
4-15 см

Гумус в слое
15-60 см

Рис. 2. Блоковая диаграмма подмодели разложения (в модели ELM). 

Стрелки из блоков организмов в блоки органики отражают потоки органического вещества в результате 
гибели организмов. Стрелки из блоков органики подстилки в соответствующие блоки органики в слое 
0-4 см отражают потоки, обусловленные механическими процессами перемещения вещества, а стрелки из 
лабильной органики каждого почвенного слоя в аналогичный блок нижележащего слоя отражают потоки, 
вызванные переносом растворенного вещества с водою [Hunt,  1977].
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изначально выражался степенным законом: 
Fab  =  Fab0·(Na/Na0)

βа·(Nb/Nb0)
βb. Но в дальней-

шем была произведена линеаризация функции 
Fab(Na,  Nb) путем ее разложение в ряд по Na 
и  Nb с отбрасыванием членов степени выше 
первой. В результате и была получена линей-
ная формула (9), а т.к. все остальные потоки в 
модели исходно уже были линейными, то и вся 
модель стала линейной [Bolin, 1981]. Но сейчас 
мы рассмотрим пример действительно нелиней-
ной модели, предложенной Бондаренко  и  др. 
[1981]. 

В этой модели каждая форма органического 
вещества (неразложившиеся остатки растений 
и животных предыдущих сроков поступления, 
а также первичные продукты их разложения; 
гумус; свежие корневые и пожнивные остатки и 
остатки зоонаселения; органические удобрения 
и продукты метаболизма почвенной флоры и 
фауны) разбивается на 3 группы: S1  — низко-
молекулярные вещества, легко ассимилируемые 
микроорганизмами; S3 — высокомолекулярные 
соединения, непосредственно не потребляе-
мые микробами; S2  — продукты разложения 
S3, доступные популяции микроорганизмов. 
Микробы разделены на две группы: х2  — био-
масса микроорганизмов, способная синтезиро-
вать гидролитический экзофермент Е (для рас-
щепления S3 до S2) и х1 — подобным свойством 
не обладающая [Бондаренко  и  др.,  1981].

Описанная схема совместного роста групп 
микроорганизмов на субстратах S1 и S2 с разло-
жением S3 математически выражена следующей 
системой дифференциальных уравнений:

dx1/dt = (M11 + M12)·x1 – γ11·x1
2 – γ12·x1·x2,

dx2/dt = (M21 + M22)·x2 – γ22·x2
2 – γ21·x1·x2,

dE/dt = l·(M21 + M22)·x2 – k·E,

dS1/dt = –(M11·x1/y11 + M21·x2/y21),

dS2/dt = –(M12·x1/y12 + M22·x2/y22) + r ·E·S3/(kM + S3),

dS3/dt = –r ·E ·S3/(kM + S3)
где

" � " �
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" � " �
	 	 �
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Здесь μij и kij  — максимальная удельная ско-
рость роста и константа1 скорости роста ми-
кробов хi на субстрате Sj; γij  — коэффициент 
конкуренции; l и k  — константы скоростей 
наработки и инактивации экзофермента  Е; 

1 В микробиологии ее принято называть «констан-
той насыщения» [Pirt, 1975].

уij  — коэффициент утилизации2 микробами хi 
субстрата Sj; kM  — константа Михаэлиса для 
реакции расщепления S3; r  — константа ско-
рости распада фермент-субстратного комплекса 
[Бондаренко  и  др.,  1981].

К сожалению, эта модель, вероятно, не смо-
жет хорошо описать динамику гумуса (по край-
ней мере, на достаточно больших промежутках 
времени). Действительно, согласно последнему 
дифференциальному уравнению, высокомо-
лекулярные соединения могут только разру-
шаться, но синтез гумуса в модели не пред-
усмотрен. Впрочем, ввести его в модель не 
представляет никакой сложности. Более того, 
Бондаренко и др. [1981] приводят еще одну мо-
дель, где гумификация имеет место. Однако, 
поскольку их «модель с гумификацией»  — ли-
нейная, то я рассматривать ее в данном раз-
деле3 не буду. 

Конечно, существуют и другие не-
линейные модели динамики почвенно-
го органического вещества. Так, в модели 
Коновалова  и  др.  [1985], также построенной 
на основе баланса углерода, выделены спец-
ифические и неспецифические гумусовые 
соединения, растительные остатки и органи-
ческие удобрения. Почвенный ценоз представ-
лен сапрофитами, сапрофагами и биофагами. 
Удельные скорости процессов трансформации 
определяются не только через осредненные 
параметры, но и нелинейно зависят от 
количества гумуса. Модель позволяет рас-
пределять ресурс органических удобрений по 
полям, добиваясь максимальной суммарной 
емкости поглощения почвы. При этом обеспе-
чивается постепенное улучшение окультурен-
ности полей, бездефицитный баланс гумуса 
на каждом поле или, если это невозможно, 
минимальная средневзвешенная скорость па-
дения емкости поглощения. Предусмотрено 
ограничение разовых доз удобрений под ряд 
культур [Коновалов и  др.,  1985].

РАСПРЕДЕЛЕННЫЕ МОДЕЛИ

Во многих задачах системного моделиро-
вания переменные состояния, характеризую-
щие свойства элементов системы-оригинала, 
представляют собой функции не только вре-
мени, но и других, например пространствен-

2 В микробиологии его принято называть «эконо-
мическим коэффициентом» [Pirt, 1975].

3 А поскольку она ничем существенным не от-
личается от уже рассмотренных выше линейных ком-
партментных моделей, то и в других разделах мне 
нет смысла ее подробно описывать (заинтересован-
ным читателям следует обратиться непосредственно 
к  первоисточнику).
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ных, координат. Такие модели называются 
моделями с распределенными параметрами 
(в противоположность моделям с сосредото-
ченными параметрами), а в качестве матема-
тических отношений, связывающих перемен-
ные модели, выступают дифференциальные 
уравнения в частных производных с соот-
ветствующими дополнительными условиями 
[Гильманов,  1977,  с.  40–41]. Для краткости 
далее я буду использовать термин «распреде-
ленные модели». Эти модели принято клас-
сифицировать в соответствии с размерностью 
пространства.

Установилась определенная терминология. 
Трехмерными называют все те модели, в ко-
торых фазовые переменные зависят от всех 
пространственных координат. Соответственно 
определяются и понятия двумерной и одно-
мерной моделей [Моисеев,  1984,  с.  88]. Как 
правило, эта терминология применяется для 
математических моделей, описывающих про-
цессы в физическом пространстве. Однако 
ниже (в разд. «Пример распределенной модели 
в абстрактном пространстве») мы увидим, что 
фазовые переменные модели могут зависеть от 
независимых переменных, не являющихся ко-
ординатами физического пространства. В этом 
случае возможны не только трехмерные моде-
ли, но и модели большей размерности. Тем 
не менее здесь я ограничусь лишь примерами 
одномерных моделей (как в физическом, так и 
в некотором абстрактном пространстве — про-
странстве «качества органики»).

Общий вид распределенной 
(по  физическому пространству) 
модели почвенного профиля

Гильманов  [1977] исходит из возможности 
охарактеризовать почвенный профиль сово-
купностью функций u1(z,t), …, un(z,t), описы-
вающих макроскопические свойства почвен-
ной массы. С математической точки зрения 
эти функции должны быть определены для 
времени (0  ≤  t  ≤  Т) и глубины (0  ≤  z  ≤  zN), 
быть непрерывными, дифференцируемыми 
по времени и дважды дифференцируемыми 
по глубине.

Для определения функций ui используют-
ся дифференциальные уравнения в частных 
производных, описывающие изменения со-
ответствующих свойств почвенного профиля 
по глубине и во времени. Обозначив через Qi 
суммарный поток субстанции (вещества или 
энергии), связанной со свойством ui, а через 
Si — функцию распределения по профилю по-
чвы суммарного источника (стока) для этой 
субстанции, можно записать локальное диф-

ференциальное уравнение сохранения1 для 
субстанции i в виде:

 ∂ui/∂t = –∂Qi/∂z + Si    (i  =  1, 2, … n). (10)

Для такого уравнения формулируются началь-
ные условия:

 ui(z,0) = fi(z) (11)

и граничные условия:

Li(ui(0,t), Qi, …) = 0, Ri(ui(zN,t), Qi, …) = 0. (12)

Функции Qi, Si, Li, Ri могут зависеть не только 
от t, z и ui, но и от других переменных состо-
яния uj (j  ≠  i). Переменными состояния мо-
гут быть, например, влажность и температура 
почвы, концентрации О2 и СО2 в почвенном 
воздухе, биомассы разных групп почвенных 
организмов, а также, конечно, концентрации 
различных фракций органического вещества и 
других веществ [Гильманов, 1977].

Модель круговорота воды и углерода 
в  травяных экосистемах

Гильманов [1978, с. 97–162] предложил под-
робную математическую модель, в которой из-
менение количества почвенного гумуса харак-
теризуется уравнением

∂HUM/∂t = RFALL(z,t) + LDF(z)·LITH(t) –

 – HUMM(z,t) (13)

с начальным условием

 HUM(z,0) = HUM0(z). (14)

Здесь

HUMM(z,t) = CMH(z)·HUM(z,t); 

 LITH(t) = CLH·LIT(t),  (15)

RFALL(z,t) = CRF(z)·R(z,t),

где CLH  — коэффициент гумификации под-
стилки; CMH  — функция распределения ко-
эффициента минерализации гумуса по глу-
бине; CRF(z)  — плотность распределения 
коэффициента опада корней по глубине; HUM 
(гСВ · м–2 · см–1) — плотность распределения по-
чвенного органического вещества по глубине z 
в момент времени t; LDF(z) — функция плотно-
сти распределения поступления органического 
вещества из подстилки, удовлетворяющая усло-
вию нормировки:

0

( ) 1
Nz

LDF z dz 	� ,    LDF(z) ≥ 0;

1 При этом Гильманов [1977] зачем-то делает 
ненужное уточнение: «в слое почвенного профиля 
[z, z +dz]». Совершенно ясно, что записанное урав-
нение действует во всем профиле [0, zN], а не только 
в абстрактном бесконечно тонком слое dz.
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LIT (гСВ/м2)  — запас органического вещества 
в подстилке; LITH(t) — скорость гумификации 
подстилки; R (гСВ·м-2·см-1)  — функция плот-
ности распределения живой подземной фито-
массы по глубине почвы z в момент времени t, 
по определению этой функции

масса корней в слое [z,  z + Δz] в момент 

времени t  = d( , )
z z

z

R z t z
�1

� ;

RFALL(z, t) — плотность распределения отмира-
ния (опада) корней [Гильманов, 1978, с. 104, 105, 
137, 141, 145]. Как видим, Гильманов не для всех 
величин дает размерность, и можно подумать, 
что многие из них безразмерны. Это, конечно, не 
так. Если принять, что [t] = сут., то легко уста-
новить, что [CLH] = [CMH] = [CRF] = 1/сут.; 
[HUMM]  =  гСВ/(м2 · см · сут.); [LDF] = 1/см; 
[LITH] = гСВ/(м2 · сут.); [RFALL] = гСВ/(м2 · см · сут.). 

На первый взгляд может показаться, что 
уравнение (13) не соответствует общей форме 
(10). Сравнивая (10) и (13), видим, что в (13) 
нет члена ∂Qi/∂z, а вся правая часть в (13) — это 
член Si в (10). Однако с математической точки 
зрения это лишь означает, что ∂Qi/∂z  =  0, т.е. 
Qi  =  const. По физическому смыслу это соот-
ветствует тому, что поток субстанции не меня-
ется с глубиной. Причем, в данном конкретном 
случае можно пойти еще дальше: поскольку 
рассматриваемой субстанцией является гумус, 
а на достаточно большой глубине (в самом низу 
почвенного профиля), очевидно, потока гумуса 
практически нет, значит, раз поток должен быть 
постоянным, нет его и вообще во всем профиле, 
т.е. Qi = 0. Иначе говоря, в модели Гильманова 
предполагается отсутствие вертикального пере-
носа гумусовых веществ1.

1 Согласно схеме, предложенной проф. МГУ 
В.В. Геммерлингом, гуминовые вещества подразде-
ляются на грубые дисперсии (представленные гуму-
совыми углями), коллоидные системы (гуминовые 
кислоты, фульвокислоты) и молекулярные диспер-
сии. От размеров и конфигурации частиц гумусовых 
веществ зависят, в частности, такие их свойства, как 
растворимость и способность к миграции. Как пока-
зал А.Д. Фокин, в профиле дерново-подзолистой по-
чвы железо активно мигрирует в форме комплексных 
соединений с фульвокислотами. Гуминовые кислоты, 
в отличие от фульвокислот, не растворимы в воде 
[Орлов, 1985а, с. 223, 261]. Но раз фульвокислоты 
растворимы (и, судя по всему, молекулярные дис-
персии также растворимы), то уже нельзя говорить 
об отсутствии переноса гумусовых веществ.

Более того, в конце XIX в. Г. Густавсон указывал, 
что железо и алюминий образуют в почвах своео-
бразные гуматы. В настоящее время установлено, что 
гумусовые вещества образуют соли и комплексные 
соединения не только с Fe и Al, но также с Ca, Mg, 

Таким образом, казалось бы, уравнение (13) 
должно рассматриваться не как «настоящее» 
уравнение в частных производных, а, факти-
чески, как обыкновенное дифференциальное 
уравнение, коэффициенты которого просто яв-
ляются функциями пространственной коорди-
наты (глубины). Формально это действительно 
так. Кстати, Гильманов [1978,  c.  144-145] для 
единственности решения  задачи снабжает урав-
нение (13) только начальным условием (14), 
как это имело бы место в случае задачи Коши 
для ОДУ. Это начальное условие вполне со-
ответствует начальному условию (11) для (10). 
Но для (13) не ставятся какие-либо граничные 
условия  — условия такого вида, как (12).

Однако если рассмотреть не одно лишь «гу-
мусное» уравнение, а всю модель Гильманова 
[1978,  с.  97-162] целиком (а она содержит 9 
 взаимосвязанных дифференциальных урав-
нений для основных переменных состояния2, 
а также множество вспомогательных соотно-
шений), то обнаружится, что в нее входят и 
«настоящие» уравнения в частных производных, 
содержащие и производную по времени, и про-
изводную по пространству. А от решений этих 
уравнений оказываются зависящими параме-
тры уравнений типа (13). Приведу конкретный 
 пример.

В (15) входила функция плотности распре-
деления корней по глубине (R). Динамика R 
в  свою очередь описывается уравнением

 ∂R/∂t = RAP(z,t) – RRESP(z,t) – RFALL(z,t) (16)

с начальным условием

R(z,0) = R0(z),

здесь RAP(z,t)  — плотность распределения 
скорости ассимиляции корней. Для количе-
ственной характеристики функции RAP вы-
двигается следующая гипотеза: органическое 
вещество, поступающее на прирост корней за 

Na, K и переходными металлами. Глиногумусовые 
комплексы групп монтмориллонита, гидрослюд, као-
линита и других алюмосиликатов могут находится в 
почве в виде свободных коллоидных частиц [Орлов, 
1985а, с. 256, 258, 263]. Таким образом, предполо-
жение о неподвижности гумуса, лежащее в основе 
модели Гильманова, представляется не слишком 
реалистичным. Вследствие этого я не буду рассма-
тривать всю модель подробно, ибо сейчас она, по-
видимому, представляет лишь исторический интерес.

2 Кроме упомянутых выше HUM, LIT и R пере-
менными состояния в модели являются: G  — запас 
зеленой фитомассы; GW — запас свободной воды на 
поверхности зеленых органов и воды, поглощенной 
мертвыми частями травостоя (ветошью); SD — запас 
ветоши; SW  — запас свободной воды на поверхно-
сти почвы; Т — температура почвы; W — объемная 
влажность почвы [Гильманов, 1978, с. 104–105].
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1 сут., распределяется по слоям почвы в соот-

ветствии с водно-тепловыми условиями роста 

корней, задаваемыми функциями RWF(η) и 

RTF(T), и пропорционально плотности корней 

в этих слоях:

d
0

( ) ( ) ( ) ( , )
( , )

( , )
Nz

NA t RWF RTF T R z t
RAP z t

R z t z

� : � �
	

�
,

где NA(t) — чистая первичная продуктивность; 

η — величина капиллярного напора; T — темпе-

ратура; RWF(η) — водный, а RTF(T) — темпера-

турный факторы прироста корней [Гильманов, 

1978,  с.  138, 144]. Как видим, уравнение (16) 

относится к тому же типу, что и (13) — в правой 

части опять нет производной от потока по глу-

бине и, соответственно, не ставятся граничные 

условия. Но обратим внимание на то, что RTF 

зависит от температуры1 почвы, а она, в свою 

очередь, задается уже «настоящим» уравнением 

в частных производных.

Температурный режим почвы описывается 

уравнением2

∂Т/∂t = ∂(ТCOND · ∂Т/∂z)/∂z + (Q/ТCAP) · ∂Т/∂z

с начальным условием

Т(z,0) = Т0(z)

и граничными условиями

-κ1·ТCOND(0)·∂Т/∂z|z =  0 + ν1·Т(0,t) = f1(t),    

κ2·ТCOND(zN)·∂Т/∂z|z =  zN
 + ν2·Т(zN,t) = f2(t),

где ТCAP и ТCOND — соответственно, тепло-

емкость и температуропроводность почвы, 

Q = K(W) – D·∂W/∂z,

здесь D  — коэффициент капиллярной диф-

фузивности; K(W)  — гидравлическая прово-

димость ненасыщенной почвы при влажности 

W; Q  — скорость потока влаги в почве (по-

ложительное направление которого считается 

ориентированным вниз). Пространственно-

временная динамика влажности почвы в мо-

дели также описывается уравнением в част-

ных производных с начальным и граничными 

условиями [Гильманов, 1978,  с. 117–123, 

143–144].

1 Гильманов [1978, с. 140] приводит только гра-
фик этой зависимости, но не формулу.

2 В правой части этого уравнения первый член опи-
сывает кондуктивную температуропроводность почвы, 
а второй отражает изменение температуры за счет гра-
витационного и капиллярно-диффузионного переноса 
влаги и тепла [Гильманов, 1978,  с.  123].

Пример распределенной модели 
в  абстрактном пространстве

В [Bosatta  and  Ågren,  1985] предложена 
теория разложения гетерогенного субстрата. 
Его «гетерогенность» выражена при помощи 
непрерывной переменной q («качества» суб-
страта), принимающей значения от 0 (для 
самых устойчивых субстратов) до 1 (для наи-
более легко разлагаемых субстратов). Углерод 
свежей органики изначально имеет какое-то 
распределение по переменной q, и с течением 
времени это распределение будет меняться, т.е. 
оно как бы «плывет» вдоль координаты q (от 
больших значений q к меньшим, поскольку 
в первую очередь разложится легкодоступная 
органика, характеризовавшаяся большими q). 
Таким образом, углерод органического суб-
страта может рассматриваться как «жидкость» 
с плотностью ρ(q, t), движущаяся вдоль оси q. 
Величину ρ(q, t)dq можно интерпретировать 
как количество углерода в органических ве-
ществах, характеризующихся «качеством» от q 
до q + dq. Тогда общее количество (C) углерода 
во всем субстрате в момент времени t:

d	 ��
1

0

( ) ( , )C t q t q.

Уравнение непрерывности для такой «жид-
кости»:

∂ρ(q,  t)/∂t = ∂Ф(q,  t)/∂q – S(q,  t),

где Ф(q, t) — поток; S(q, t) — мощность «стока», 
обусловленного потерями углерода при разло-
жении (рис.  3).

Основным механизмом, обеспечивающим 
разложение (в особенности на его начальных 
стадиях), является активность микроорганиз-
мов. Предположим, что, во-первых, органиче-
ское вещество, возвращаемое микробами в пул 
субстратов, имеет более низкое «качество», чем 
то, которое они потребили; во-вторых, потре-
бление органики какого-либо «качества» про-
порционально ее концентрации; и, в-третьих, 
доля углерода микробной биомассы (от всего 
углерода) постоянна. Этих предположений 
оказывается достаточно, чтобы получить сле-
дующее уравнение:

∂ρ(q,  t)/∂t = ε · fC · ∂[u(q) · ρ(q,  t)]/∂q –

– [1/е(q) – 1] · fC · u(q) · ρ(q,  t),

где е(q) — эффективность, с которой органика 
«качества» q используется микробами для роста 
(т.е. это количество биомассы микробов, обра-
зующейся на единицу потребленного субстрата); 
u(q) — скорость потребления субстрата микро-
организмами (с уменьшением q значения е(q) и 
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u(q) уменьшаются); fC — средняя концентрация 
углерода в микробной биомассе; ε — «масшта-
бирующий» множитель1 (в пределе, при ε  =  0, 
член, ответственный за изменение «качества» 
органики, исчезает, и УЧП превращается в ОДУ 
dρ/dt = –[1/е–1] · fC · u · ρ, описывающее дина-
мику гомогенного  — по своему «качеству»  — 
субстрата) [Bosatta  and  Ågren,  1985].

Чтобы полностью поставить задачу, необхо-
димо определить начальные и граничные ус-
ловия. В  [Bosatta  and  Ågren,  1985] приводится 
ряд предположений2, которые, по утверждению 

1 Пусть субстрат состоит из n фракций различ-
ного «качества», причем количество углерода в i-й 
фракции — Ci (i = 1 соответствует самой труднораз-
лагаемой фракции, а i = n  — фракции наилучшего 
«качества»). Тогда ε = Δq/Δi [Bosatta and Ågren, 1985].

2 Среди которых особое внимание обращается на 
следующее. Все фракции могут потребляться микро-
бами (биомасса которых — В). Скорость продукции 
(Pi) при росте микроорганизмов на i-й фракции вы-
числяется так: Pi = ui’ · B · Ci/C = ui · Ci, где ui’  — 
удельная скорость роста микробов; ui = ui’ · B/C 
[Bosatta and Ågren, 1985]. Предположение это — со-
вершенно непонятное (и, возможно, оно ошибочно). 

Действительно, при описании микробиологиче-
ских процессов общепринятой формулой для скоро-
сти продукции биомассы, растущей на каком либо 
субстрате, является следующая: Pi = ui

’ · B (см., на-
пример, [Pirt, 1975; Бондаренко и др., 1981; Bazin, 
1981]). Зачем Bosatta and Ågren [1985] вводят сюда 
множитель (Ci/C)? Непонятно. Но, может быть, они 
вкладывают просто какой-то иной смысл в общепри-
нятое понятие «удельная скорость роста»?

авторов, для простейшего случая, включающего 
только органику с «качеством» q0, приводят к 
относительно простому начальному условию: 
ρ(q,  0)  =  С0 · δ(q – q0), где С0  — начальное 
количество углерода, δ(·)  — дельта-функция 
Дирака. А поскольку вещество может теряться 
только в результате разложения, интенсивность 
которого (S) входит в само уравнение, то по-
токи через границы должны быть нулевыми: 
Ф(0,  t)  =  Ф(1,  t)  =  0.

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Другие модели

К настоящему времени подавляющее боль-
шинство моделей, включающих в себя опи-
сание динамики гумуса, представлены либо 
сосредоточенными моделями типа ОДУ (7) 
(возможно, с нестационарностями и нели-
нейностями в а и b), либо распределенными 
моделями типа УЧП (10). Однако существует 
небольшая доля моделей, использующих иной 
математический аппарат. В частности, выше 
на самом деле я рассмотрел только «половину» 
модели Bosatta-Ågren [1985], причем, можно 
сказать, меньшую половину — более простую 
часть модели, которая описывает динамику 
углерода почвенного органического вещества. 
Но модель эта содержит еще одно уравнение, 
предназначенное для описания динамики азо-
та почвенной органики. И оно оказывается не 
ОДУ и не УЧП, а более сложным (интегро-
дифференциальным!) уравнением. Не имея 
возможности затрагивать в этом кратком вы-
ступлении всю подобную экзотику, я хотел бы 
в качестве примера «не-дифференциальных» 
моделей относительно подробно остано-
виться лишь на так называемых матричных 
моделях.

Эти модели представляются матричным 
уравнением 

 F · u(t)  =  u(t + 1), (17)

где u(t) и u(t + 1)  — вектор-столбцы [Jeffers, 
1978], характеризующие состояние модели-
руемой системы, соответственно, в момент 
времени t и t + 1; F  — переходная матрица 
(«transition matrix» [Jenkinson and Rayner, 1977]). 
Рассмотрим в качестве простого примера систе-
му, состоящую всего лишь из трех блоков: (1) 
атмосфера, (2) растения, (3) гумус. Тогда, обо-
значив содержание углерода в этих блоках через 
ui, где i  =  1,  2 или 3 (соответственно номеру 
блока), будем иметь векторы u(t +1) = [u1(t +1) 
u2(t  +1) u3(t  +1)]T и u(t)  =  [u1(t) u2(t) u3(t)]T. 
Задав формально матрицу F ее элементами fij, 

p (q, t)

t = t2 > t1

t = t1 > 0

t = 0

Ф

S

0 1
q

Рис. 3. Пример гипотетической динамики спек-
тра (распределения) «качества» органического 
субстрата. Cтрелками показаны направления дей-
ствий двух «сил» (Ф и S), вызывающих «движение» 
[Bosatta  and  Ågren,  1985] распределения в этом аб-
страктном пространстве.
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выполним умножение1 F · u(t):
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,

откуда становится очевидным, что 

 ui(t+1)  =  fi1·u1(t)  +  fi2·u2(t)  +  fi3·u3(t). (18)

Легко заметить, что полученное выражение 
очень похоже на правую часть ур. (7). Запишем 
систему (7) для нашего частного случая 3-ком-
партментной модели:

du1/dt = b1 + а11· u1 + а21· u2 + а31·u3 – а11· u1 –

– а12· u1 – а13· u1 = (b1/u1 – а12 – а13) · u1  +

+  а21· u2  +  а31·u3,

du2/dt = b2 + а12· u1 + а22· u2  +  а32· u3 –

– а21· u2 – а22· u2 – а23· u2 = а12· u1  +

+  (b2/u2 – а21 – а23) · u2  +  а32· u3,

du3/dt = b3 + а13· u1 + а23· u2  +  а33· u3 – а31· u3 –

– а32· u3 – а33· u3 = а13· u1  +  а23· u2  +

+  (b3/u3 – а31 – а32) · u3.

Проинтегрируем эти уравнения простейшим 
численным методом Эйлера на одном шаге по 
времени от t до t + Δt: 

u1(t + Δt) = u1(t) + (b1/u1 – а12 – а13) · Δt · u1 +

  +  а21· Δt · u2  +  а31 · Δt · u3,

u2(t + Δt) = а12· Δt · u1  +  u2(t) + 

+(b2/u2 – а21 – а23) · Δt · u2  +  а32· Δt · u3,

u3(t+Δt) = а13·Δt·u1  +  а23·Δt·u2  +  u3(t) +

+ (b3/u3 – а31 – а32) · Δt · u3.

Сравнивая (18) и эти уравнения, полученные, 
напомню, путем численного решения (методом 
Эйлера) системы (7), замечаем, что если эле-
менты переходной матрицы сформированы по 
простому правилу

при

при
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1 / ,
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n
ij

i i ii ik
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то матричная модель (17) может быть интерпре-
тирована как результат численной аппроксима-
ции по методу Эйлера (при Δt = 1) линейной 
сосредоточенной системы (7). Пример реаль-
ной матричной модели для 5-компартментной 

1 Произведение F·U сцепленных матриц F (разме-
ра m×n) и U (r×s) есть матрица С (размера m×s), где 
элемент, стоящий в i-ой строке и k-ом столбце, полу-
чается в виде скалярного произведения i-ой вектор-
строки матрицы F на k-ый вектор-столбец матрицы U 
(матрицы F и U называются сцепленными, если число 
столбцов первой матрицы равно числу строк второй) 
[Бронштейн и  Семендяев, 1986,  с.  160].

системы (разлагаемый растительный материал; 
растительные останки, устойчивые к  разложе-
нию, почвенная биомасса; физически стаби-
лизированное и химически стабилизирован-
ное органическое вещество) можно найти в 
[Jenkinson  and Rayner,  1977].

Динамика гумуса в глобальных моделях 
биосферы

В последнее время в научной литературе все 
большее внимание уделяется вопросам дезор-
ганизации среды вследствие технического про-
гресса и влияния человека на биосферу в целом  
[Моисеев и др., 1979]. Чрезвычайно актуальная 
задача — учет возможных последствий всей со-
вокупности взаимодействия природы и обще-
ства и выбор приемлемых путей коэволюции 
человека и биосферы — может решаться только 
с помощью математических методов анализа 
сложных динамических систем и, более того, 
требует совершенствования самих этих методов, 
разработки и применения нетрадиционных под-
ходов [Моисеев  и  др.,  1980].

К настоящему времени основным резуль-
татом этих работ явилось создание советски-
ми учеными глобальной2 модели биосферы, 
среди уравнений которой важную роль играет 
уравнение динамики гумуса. Эта модель под-
робно описана в [Моисеев  и  др.,  1979; 1980; 
Крапивин  и  др.,  1982], причем в первых двух 
работах приведены тексты программ (на языке 
ФОРТРАН-IV), позволяющие любому желаю-
щему воспроизвести модель и поставить инте-
ресующие его вычислительные эксперименты. 
Однако упомянутая модель — не единственная.

Первой глобальной моделью была мо-
дель круговорота веществ, предложенная 
В.А. Костицыным [Моисеев, 1984, с. 59], кото-
рой я кратко коснулся выше в разд. «Пионеры…» 
и там же объяснил почему подробно рассматри-
вать ее не буду. Также представленная выше 
(в разд. «7-компартментная…») модель цикла 
углерода Bolin  [1981] тоже, конечно, является 
глобальной, так как описывает динамику ко-
личества углерода во всей атмосфере Земли, 
во всей биоте нашей планеты, во всей по-
чве и во всем океане. Примерно аналогич-
ными по сложности являются глобальные мо-
дели биогеохимических циклов, описанные в 

2 Поскольку, согласно [Моисеев, 1984, с. 54], 
«глобальными» теперь принято называть любые 
проблемы, относящиеся к планете в целом, то под 
«глобальной моделью» будем понимать математиче-
скую модель, переменные которой относятся именно 
к планете в целом, например, если в модель входит 
такая переменная, как «содержание гумуса», то это 
либо среднее содержание в почвах всей Земли, либо 
суммарное количество гумуса на нашей планете.
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[Моисеев и др., 1985, с. 153-170 ], содержащие 
от 4 до 8 ОДУ и среди них  — уравнения для 
гумуса (отдельные уравнения для травяных и 
лесных экосистем или отдельно для углерода 
и азота гумуса).

Вообще же 8-компартментные модели в на-
стоящее время довольно популярны (вероятно, 
они позволяют соблюсти некоторый разумный 
баланс между простотой модели и точностью 
описания реальной системы). В частности, не-
давно акад. Моисеев  [1984,  с.  76] предпринял 
попытку исправить модель Костицына, в ре-
зультате чего появилась еще одна глобальная 
модель  — 8-компартментная (СО2 атмосферы 
и отдельно — океана; растения суши; растения 
океана; аналогично — животные суши и океана, 
а также земная кора, включая почву; и, наконец, 
органическое вещество в океане). На первый 
взгляд эта попытка может показаться успеш-
ной, поскольку ур. (1) приобрело теперь более 
разумный вид: ds/dt  =  α35·u  +  α45 · v –  α67 · s, 
т.е. появился отрицательный член, который… 
Вы, вероятно, подумали «описывает разложение 
гумуса в процессе почвенного дыхания»  — то, 
чего не было в модели Костицына и отсутствие 
чего делало ее довольно-таки бессмысленной? 
Увы. Моисеев  [1984, с.  76] разбивает эту на-
дежду: «…α67 характеризует снос органических 
остатков в океан, прежде всего, за счет водной 
эрозии…». И, соответственно, член +α67 · s появ-
ляется только в уравнении для углерода океана, 
но не атмосферы. Так что и модифицирован-
ная модель Костицына-Моисеева не учитывает 
важнейший процесс, пополняющий пул СО2 
атмосферы, а потому и на ее подробное рас-
смотрение тратить время не будем.
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ПРИЛОЖЕНИЕ: ОБ ОДНОЙ 

ОШИБОЧНОЙ КЛАССИФИКАЦИИ ТИПОВ 

МОДЕЛИРОВАНИЯ

Согласно [Галицкий и др., 1977], «матема-
тическое моделирование объединяет широкий 
спектр методов исследования с применением 

математического аппарата», т.е. классифика-
ция осуществляется на основе используемого 
аппарата. Поэтому вполне естественным выгля-
дит то, что наряду с МаМ авторы рассматривают 
«физическое моделирование: специальные ла-
бораторные и полевые опыты…»;  «концепту-
альное (понятийное) моделирование… схемы, 
диаграммы,… графические представления, по-
следовательности символов типа профильных и 
процессных кодов…»; «информационное моде-
лирование  — создание информационно-поис-
ковых систем…». А вот «программное модели-
рование заключается в имитации представлений 
о состоянии почвы и процессах в ней в форме 
программы или пакетов программ для ЭВМ». 
Но ведь любое «исследование с применением 
математического аппарата» (т.е. МаМ  — см. 
авторское определение выше), которое можно 
осуществить при помощи карандаша и бумаги, 
можно выполнить и на ЭВМ. Причем упоми-
нание Галицким  и  др. [1977] «программы или 
пакетов программ для ЭВМ» позволяет сде-
лать вывод, что под ЭВМ они понимают лишь 
электронно-цифровые вычислительные маши-
ны (ЭЦВМ).

Итак, независимо от того, будем ли мы ре-
ализовывать математические методы на бумаге 
или при помощи вычислительной машины, в 
обоих случаях используется математический 
аппарат, (например, уравнение диффузии газа 
в почве). Таким образом, очевидно, что про-
граммное моделирование  — это не отдельный 
(наряду с математическим) тип моделирования, 
а подтип математического моделирования, вы-
деляемый на основе способа реализации мате-
матических вычислений — на ЭЦВМ. Но поче-
му я говорю только «для ЭЦВМ», а не вообще 
«для ЭВМ»?

Потому что ЭВМ могут быть не только циф-
ровыми, но и аналоговыми, но для аналоговых 
ЭВМ программы не пишутся, способ решения 
математических задач на них  — совершенно 
другой [Лукнер  и  Шестаков,  1976,  с.  141–143]. 
Строго говоря, под моделирующими устройства-
ми понимаются материальные системы, реали-
зующие математические модели для получения 
решений1 рассматриваемых задач. По принципу 

1 Вообще говоря, Лукнер и Шестаков [1976, 
с. 106], давая это определение «моделирующих 
устройств», пишут не просто «решений», а «числен-
ных решений». Очевидно, что они ошибаются. Что 
же, если вычислительная машина реализует какую-то 
простенькую математическую модель, для которой 
она сможет найти аналитическое (а не численное!) 
решение, то такая машина, не будет моделирующим 
устройством? Почему!? А вот если потом ее запро-
граммируют на получение именно численного реше-
ния, то она мистическим образом тут же превратится 
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своего действия они разделяются на следующие 
виды: 1) аналоговые моделирующие устройства 
(АМУ); 2)  аналоговые вычислительные маши-
ны; 3)  ЭЦВМ; 4)  гибридные вычислительные 
машины или аналогоцифровые вычислительные 
комплексы (составляются из электрических 
АМУ, управление которыми осуществляется 
ЭЦВМ). Аналоговое устройство реализует на 
модели математически подобные физические 
поля (наибольшее распространение имеют 
электрические АМУ, основанные на электро-
гидродинамической аналогии, но определенное 
значение сохранили гидравлические устройства, 
хотя их использование связано с существенны-
ми технологическими и методическими слож-
ностями) [Лукнер  и  Шестаков,  1976, с.  106]. 
В любом случае, фактически, при аналоговом 
моделировании мы опять же «решаем» матема-
тические уравнения или вообще осуществляем 
какие-то математические действия (интегриро-
вание, дифференцирование и др.), но не в виде 
знаков на бумаге и не в виде программы на 
каком-либо машинном языке, а в виде, напри-
мер, электрической схемы (если речь идет об 
электрической АМУ).
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